
De una manera sencilla, un número real x es un ente matemtitico que se representa 
mediante una expresión decimal infinita 

en donde N es un entero > O y cada a, es un dígito decimal 0,1, ... ,9, tales como 

Dos números reales a y b pueden sumarse, restarse, multiplicarse o dividirse y 
también compararse: si son iguales o uno es menor que otro. 

Un número real x es racional si puede ser representado por alguna fracción de enteros 
n - , siendo n y d números enteros. En caso contrario, se dice que x es irracional. 
d 

Por ejemplo, 

son números racionales. 



Se demuestra que un número es racional si y sólo si tiene una expresión decimal pe- 
riódica o recurrente, esto es, hay un grupo de dígitos que, a partir de un lugar de la ex- 
presión decimal, se repite indefinidamente. 

En resumen, el conjunto de los números reales se compone de: 

a) los números racionales, que comprende a los números enteros 

..., -2,- & O ,  1,2 ,..., 

n 
y las fracciones de enteros - , en donde n y d son enteros; 

d 

y b) los números irracionales, tales como 

f i  = 14142 ... 

e = 2.7182 ... (el número e) 

que no pueden ser expresados como fracciones de enteros. 

Geométricamente, los números reales pueden ser identificados con los puntos de una 
linea recta en la forma que se describe a continuación. Elegimos un punto O de la rec- 
ta, llamado origen, y la recta queda dividida en dos semirrectas que tienen un extremo 
en O. Luego convenimos en llamar positiva a una de las semirrectas y negativa a la 
otra. También, suponemos que es dada una unidad de longitud para medir distancias 
entre puntos de la recta. 

distancia 

Puntos Q O P 
1 1 1 I I 

I I I I I I 

Números - 1 0 1 2  x 

La correspondencia entre números reales y puntos de la recta se establece así: 

1) al número O le corresponde el origen O 

2) al número x > O, le corresponde el punto P de la semirrecta positiva que 
dista x unidades del origen; 

y 3) a x < O, le corresponde el punto Q que se encuentra en la semirrecta 
negativa a la distancia -x unidades del origen. 



El Axioma del Supremo y sus Aplicaciones 517 

12.2 AXIOMAS DE LOS NUMEROS REALES 

A partir de la descripción directa de los números reales dada en la sección anterior, es 
posible definir las operaciones de números y la relación de comparación, y luego dedu- 
cir las reglas que éstas deben cumplir. 

Otra forma de presentar a los números reales consiste simplemente en asumir o postu- 
lar la existencia de un conjunto abstracto que cumple ciertas reglas o axiomas, y son 
suficientes para obtener no sólo la representación de los números mediante expresio- 
nes decimales (o en cualquier base entera 2 2 )  sino también los elementos y recursos 
para realizar procesos de límites (continuidad, derivación e integración) del análisis 
matemático, cuyos resultados se aplican constantemente en los modelos de los fenóme- 
nos naturales y sociales. 

Formalmente postulamos (la existencia de) un conjunto IR, cuyos elementos se deno- 
minan números reales, tal que: 

(1) existe una operación de adición, designada por + , que asocia a cada par de 
números a y b un único número real a + b , llamado suma de a y b. 

(2) existe una operación de multiplicación, designada por . , que asocia a cada 
par de números a y b un único número a .  b , llamado producto de a y b; 

(3) existe una relación menor, designada por c, que se expresa por a < b, a es 
menor que b, si a y b son números reales; 

y (4) las operaciones de adición y multiplicación y la relación menor, satisfacen los 
axiomas o reglas Al-A4, MI-M4, D, 01-04 y S, que se describen a con- 
tinuación. 

AXIOMAS DE LA ADICION. 

Al Ley asociativa 

( a + b ) + c  = a + ( b + c )  , para a , b  y c en R 

A2 Ley conmutativa 

a + b = b + a , para todo par de números a y b 

A3 Existencia de cero 

Existe un único número O tal que a + O = a para todo a de IR 

A4 Existencia de opuestos 

Para cada a de R existe un único número -a , llamado opuesto de cr , tal que 

a + (-a) = O 

Nota. Es usual escribir a - b en lugar de a + (-b). 



AXIOMAS DE LA MULTlPLlCAClON 

M1 Ley asociativa 

( a . b ) . c  = a . ( b . c ) ,  para a, b  y c  en R 

M2 Ley conmutativa 

a .  b = b  . a  , para todo par de números a  y b  

M3 Existencia de elemento unidad 
Existe un único número 1, distinto de O, tal que l. a = a , para todo a de W . 

M4 Existencia de inversos 

Para cada a  de R ,  distinto de 0, existe un único número a-', llamado inverso 
de a ,  tal que a.a-' = 1 . 

Nota. En lugar de a  . b  se suele escribir ab , y si b  # 0 ,  también se escriben 

1 - ( O l /b  ) en lugar de 6-' 
b  

a  - ( O  a / b )  por ab-' 
b 

D Ley distributiva 

a .  (b + c)  = a .  b  + a .  c , cualesquiera que sean a, b  y c 

AXIOMAS DE ORDEN 

01 Ley de tricotomía 

Para todo par de números reales a  y b  se cumple una y sólo una de las siguien- 
tes propiedades: 

( a y b  son iguales ) 
( a  es menor que b ) 

( b  es menor que a  ) 

02 Ley transitiva 

Si a e b  y b < c  entonces a < c  
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03 Si a < b entonces a + c < b + c 

04 Si a < b y O < c entonces ac e bc 

Nota. 

1) Se suele escribir: 

a > b ,  a esmayorque 6 ,  si b < a  

a s b ,  a esmenoroiguala 6, si a c b  o a = b  

a z b ,  a esmayoroigtiala b, si a > b  o a = b  

2) Se dice que a es positivo o negativo si a > O o a < 0 ,  respectivamente. 

AXIOMA DEL SUPREMO 

S Si X es un konjunto de números no vacío, cuyos elementos son todos menores o 
iguales a un numero c, entonces existe S eR, llamado supremo de X, que 
cumple las siguientes propiedades: 

SUP1: x S S para todo x de R 

Y SUP2: Si t E R cumple x S t para todo x e X , entonces S S t . 

Nota. Cualquier c E R tal que x S c para todo x E X , se denomina cota superior de 
X. Además, se dice que X es acotado superiormente si tiene al menos una cota supe- 
rior. 

La hip6tesis del axioma S exige que X tenga una cota superior y en este caso el 
axioma asegura la existencia de un número real s con la propiedad de ser la mfnima 
cota superior de X. En efecto, SUP1 establece que S es una cota superior de X y 
SUP2, que si t es cualquier cota superior de X, entonces S es menor o igual a t. 

Algunas de las consecuencias del axioma del supremo se desarrollan más adelante. 
Utilizando los axiomas anteriores (Al-A4, MI-M4, D Y 01-04) se demuestran las 
propiedades básicas conocidas de los números (ver 12.4). 

12.3 NUMEROS NATURALES, ENTEROS Y RACIONALES 

Definimos ahora los sistemas de números naturales, enteros y racionales, que se de- 
signan por N, $[ y Q , respectivamente. 

Existe un subconjunto N de R que cumple: 

NI) ICEN, ys i  nEN, entonces n + l  E N .  



y N2) Principio de inducción matemática 

Si S es un subconjunto de N tal que 

 ES, y si S E S  implica s + l ~ S  

entonces S  es igual a todo el conjunto N . 

En particular, por NI), se tiene que los números 1, 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, etc., son ele- 
mentos de N, y por lo tanto N = { l, 2,3, ... ] . 

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS NATURALES 

De la definición de N se deducen las siguientes propiedades de los números natura- 
les, en las que a y b designan números naturales arbitrarios. 

Se cumplen: 

3) si a ~ b ~ a + l  entonces a = b  o a = b + l  

4) Si a c b ,  entonces a + l  < b  

5)  Principio del buen orden 
Si A es un subcoqjunto no vacío de números naturales, entonces existe m E A  
tal que m S a para todo a de A, 

m se denomina mínimo de A. 

6) Segundo Principio de Inducción Maternatiea 

Si S es un subconjunto de N tal que 

Y b) si 1, ... , m - 1, m E S ,  implica que m + 1 E S entonces S es 
igual a N . 

Por definición, el conjunto de los enteros Z consiste de los números z tales que 
z = 0  y 2 6 - z E N .  
hf, Z = { ..., -2,-LO, l , 2 , 3  ,... } 

n 
Finalmente, I q = - ,  siendo n y d s Z ,  d t O }  

d 
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Presentamos sin demostración las propiedades bdsicas de los números reales. Estas 
propiedades se deducen empleando los axiomas dados y desde luego también las pro- 
piedades previamente establecidas, pues ya son consecuencias lógicas de tales axio- 
mas. 

12.4 PROPIEDADES BASICAS DE LOS NUMEROS REALES 

Asumimos que a, b, c y d designan números reales. Se cumplen las siguientes reglas: 

1) Ley de cancelación de la adición: 

Si a + c = b + c  entonces a = b  

4 )  a . 0  = 0 . a  = O paratodonúmeroreal a. 

6)  -a = ( - l ) . a  

7 )  ( -a) .  (-b) = a .  b , y en particular (-1) (-1) = 1 

8) Ley de cancelación de la multiplicación: 

Si a .  c = b . c y c es distinto de cero, entonces a = b 

1 1 
9) Si a # O entonces - # O y su inverso es a, esto es, - = a 

a 1 - 

10) a .b=O implica a=O o b=O 

11) Si a y b son distintos de cero, entonces a b + O 

12) Si b y d ;t O entonces 

a c (ad+ bc) iii) - + - = 
b d bd 



13) Si a < b  y c < d entonces a + c < b  + d  

14) Si a < b  entonces -b < -a 

15) Si a c b y c  < O entonces ac > bc 

16) Si a ;É O entonces a .  a es positivo 

17) 1 es positivo 

18) Si a y b son positivos, entonces también lo son a + b y a b  . 
19) Si a 2 O y b 2 0 entonces a + b  = O si y sólo si a = O y b  = O  

1 1 
20) Si a es positivo, entonces - es positivo y a  < 1 a - > 1 

a a 

21) a s c  paratodo c > O  e a<O 

a  c 
22) Si b  y d son positivos, entonces - > - Bi y sólo si ad > bc 

b  d 

23) Para a E R, se define la1 = valor absoluto de a, por 

Entonces se cumple: 

i) Ial 2 O y la1 = 0 si y sólo si a = O 

ii) )-al = la1 

i i  a a y -a S la1 

iv) la+bl S la) +lb1 

V) labl = la(lb1 

vi) l a - b l  < c  o b - c  < a  < b + c  

vii) la1 S s para todo E > O é) a = 0 

24) Potencias enteras 
O Si a t O y n es un entero > 0 ,  se d e h e  a" por inducción sobre n: a = 1 y 

a n = a n - ' a ,  si n > l .  

1 
Y si n es negativo, un = - . - n a 
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Entonces para ~odo  a ,  b distintos de cero y enteros m, n, se verifican las 
propiedades: 

iv) (ab)" = a"  bn 

12.5 APLICACIONES DEL AXIOMA DEL SUPREMO 

Recordamos que en el sistema de los números reales R se cumple el Axioma del Su- 
premo: 

S Si X es un conjunto de números, no vacío y acotado superiormente (esto es, hay 
un número c tal que x < c para todo x de X), entonces existe S E R, llamado su- 
premo de X, que satisface 

SUP1: x S S para todo x de X 

y SUP2: Si t E R cumple x 2 t para todo x E X , entonces S 2 t .  

Nótese que el axioma implica que existe supremo de X si y s61o si X es acotado 
superiormente. 

Se prueba que un número S que cumpla SUPl y SUP2 es único y por lo tanto 
se llama el supremo de X. 

12.5.1 PROPIEDADES 

Se asume que X e Y son conjuntos de números no vacios 

1) Para S E R son equivalentes 

SUP1: Si x S t para todo x E X , entonces S 5 t .  

y SUP2': Si E > O entonces s - E < xo , para algún xo en X 

2) Infimo de un conjunto 

Si X es acotado inferiormente, - e s t o  es, existe c E R tal que c S x ,  para todo x 
de X- entonces existe un único número i, llamado ínfimo de X, tal que 



INFl i _< x , para todo x de X 

INF2 si t 5 x , para todo x de X, entonces t 5 i 

Nota. INF2 es equivalente a 

INF2' Si c > O entonces xo < i + c , para algún x, de X 

3) Si X es un subconjunto de Y, entonces 

a) supremo X 5 supremo Y ,  si Y tiene supremo 

y b) ínfimo X 2 ínfimo Y, si Y tiene ínfimo 

4) Parte entera de un número real 

Para todo número real a existe un único entero t tal que z 5 a < 2 + 1 
Se define la1 = z ,  la parte entera de a. 

Entonces a = [al + r , en donde [a] es un número entero y r = z -a cumple 
O l r < l .  

5 )  Propiedad arquimediana de los números reales 

Para cada número real a existe un número entero positivo n tal que n > a . 

12.5.2 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 1. Unicidad del supremo 

Probar que si S y S' cumplen SUPl y SUP2 respecto del conjunto X ,  entonces 
r 

S = S .  

SOLUCION. Para S tenemos 

(1) SUP1: x S S para todo x de X 

(2) SUP2: Si t E W cumple x S t para todo x E X , entonces S 5 t .  

y de igual modo para S'  

(3) SUP1: x < S' para todo x de X 

(4) SUP2: Si t E cumple x < t para todo x E X , entonces S' < t .  

Por (3), el número t = S' cumple x 5 t para todo x en X, y por lo tanto (2) implica 
S 5 t = S' , esto es s < S' . 
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Similarmente, por (l), el número t = S cumple x S t para todo x en X, y por lo tan- 
to (4) implica s e l t = s , o  s ' l s .  

ñK)BLLMA 2 Si S es un número y X es un subconjunto no vacío de R,  probar que 
son equivalentes. 

SiUPer Si x S t para todo x E X , entonces S S t .  

Y 8UP1? Si & > O  entonces S - E  < tos  paraalgún xo en X 

Sea E > O. Si hese falso S - E < x0 , para algún xo de X, entonces se tendría que 
XSS-a, paratodo x de X, ypor SUIZ (con t = s - c )  resultaríaque s S s - a ,  
de donde a S O, lo que contradice c > O. En consecuencia, SUP2' es verdadera. 

Sea ~ E R  talque X S ~ ,  paratodo x de X. Hayque probarque s l t .  Sihese  
cierto que t  < S, entonces haciendo c = S - t  se tendría t  = S - a y a > 0 ,  y apli- 
cando SUPZ, resultaría t < xo , para algún xo , una contradicción con la hipóte- 
sis x S t para todo x de X. 

PROBLEMA 3. Inñmo de un coqiunto 

Robar que si X es un conjunto de números no vacío y acotado inferiormente, entonces 
el número i = -S, en donde s =supremo de Y = {-x / x en X } , cumple 

INFl i < r , p a r a t o d o x d e X  
INF2 si t S x  , para todo x de X, entonces t  S i 

SOLUCION. Sea c una cota inferior de X, esto es c S x para todo x de X. 
El conjunto Y es no vacío, pues X lo es, y tiene la cota superior -c, ya que c 5 x ,  x 
en X, implica -x I -c. Luego, por el axioma del supremo, existe S = supremo de Y, 
esto es, S cumple: 

SUPl -x S S ,  para todo -x de Y 
SUP2 si -x S t , para todo -x de Y, entonces t S S 

Haciendo S = -i , y escribiendo -t en lugar de t en SUP2, vemos que estas propie- 
dades son precisamente INFl e INF2. 



PROBLEMA 4. Si X, Y son conjuntos no vacíos de números tales que X es un subcon- 
junto de Y, entonces 

supremo X I supremo Y 
si Y tiene supremo. 

SOLUCION. Sea S' = supremo de Y; luego y S S' para todo y de Y, y en particular 
x I S' para todo x de X, pues X es parte de Y; luego existe S = supremo de X, y 
puesto que S' es una cota superior de X, por SUP2 para x con t = S ' ,  se debe 
cumplir S I S' , es decir 

supremo X 5 supremo Y. 

PROBLEMA 5. Parte entera de un número real 

Probar que para todo número real a existe un único entero z tal que z I a < z + 1 . 

SOLUCION. Existencia de z 

Sea S =  EN/ m<.}. 

Vemos que S es no vacío, pues contiene a 1 por hipótesis, y acotado superiormente 
porque a es una cota superior de S ,  por definición. Luego, por el axioma del su- 
premo, existe el número s = supremo de S. Entonces por SUP2' (con c = 1) re- 
sulta 

S - 1 < m, o S < m, + 1, para algún m, de S (1) 

Como m, está en S, se cumple m, S a y sólo falta probar que a < m, + 1 .  En 
efecto, si fuese m. + 1 S a, entonces m. + 1 E S y, por SUP1, se tendria 
m, + 1 S S ,  en contradicción con ( 1 ). 

Por tanto, el número entero positivo z = m, cumple z 5 a < z + 1. 

CasoB. O * ; a < l  

En este caso, el entero z = O cumple la propiedad requerida. 

Caso 3. a < O  

Entonces -a > O y por los dos /casos anteriores, existo un entero u tal que 
u r a < u + l ,  dedonde - u - l < a ~ - u  
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Definiendo z por 

se comprueba fhcilmente que z 5 a < z + 1 

Unicidad 

Sean w y z dos números enteros 

w l a < w + l  

Y z S a < z+l 

Debemos probar que w = z.  Si fuesen distintos, sin pérdida de generalidad, podemos 
suponer que z < w .  Entonces w - z es un entero > 1, esto es z + 1 S w , y de 

resulta a < a ,  una contradicción. Luego, se cumple w = z . 

PROBLEMA 6. Propiedad arquimediana de los naturales 

Demostrar que para cada número real a existe un entero positivo n tal que n > a. 

DEMOSTRACION. ' 

Si a es negativo tomamos n = 1. Y si a 2 O ,  entonces n = [a  + 11 = parte entera de 
a + 1, cumple n 2 a + 1, y en consecuencia n > a y n 2 1 . 

PROBLEMA 7. Densidad de los númeps racionde~ 

Probar que entre dos números reales distintos siempre existe un número racional, es 
decir, si a < b, con a y b E R, entonces existe q E Q tal que a < q < b . 

1 
PRUEBA. Por la propiedad arquimediana, para el número - existe un número na- 

b-a  

tural d tal que d > - , de donde 
b - a  

y tarnbibn 

si z = parte entera de d a .  



n 
Sea q = - , con n = z + l. Entonces q es un número racional y cumple a < q < b 

d 
pues: 

( pues d a  < z + 1, por (2)) 

( pues z I da, por (2) ) 

(por (1) 

PROBLEMA 8. Sea X un conjunto de números y S E R. 

Robar  que si a es una cota superior de X y a E X , entonces a = supremo de X. 

SOLUCION. El número a cumple SUPl pues es una cota superior de X y tambibn 
SUP2, ya que si 

x S t para todo x de X 

en particular para x = a E X se tiene a l t .  

PROBLEMA 9. Hallar el supremo (si existe) de cada uno de los siguientes conjuntos de 
números 
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SOLUCION. 

1 Se comprueba inmediatamente que 4 cumple SUPl y SUP2 respecto del con- 
junto A; luego supremo A = 4 

2) Vemos que 1 - '2 < 1 de modo que B es acotado superiormente y existe S = 
n 

supremo de B. 
1 

Por SUP2 se tiene S 5 l. Y por SUPl 1 - 5 S , para todo n. Tomando lí- 
n 

mites cuando n -+ m resulta 15 S . 
Luego, S = 1 es el supremo de B. 

OTRA SOLUCION 
Probaremos que 1 es el supremo de B comprobando directamente que ademhs de 
SUPl el número 1 satisface SUP2'. .. 
En efecto, si c > O es dado, por la propiedad arquimediana podemos encontrar un 

1 1 2 1  1 
enteropositivo n  talque - < n ;  luego - < n  , y<&, 1-E< l-,il 

c E n n 
y se cumple SUP2'. 

Por lo tanto, 1 es el supremo de B. 

2 3) De n - 5n = n (n - 5 )  > n , si n 2 6 ,  vemos que los valores de estos números 
crecen cuando n. lo hace; por lo tanto el conjunto C no debe ser acotado supe- 
riormente (en particular, no puede tener supremo). Formalmente demostraremos 
que C no tiene supremo; por el absurdo, supongamos que existe S = supremo de 
C; luego por SUP1 se tiene 

2 n - 5 n I ; s ,  paratodo n 

y por la desigualdad establecida n < S, si n 2 6.  (1) 

Sin embargo, por la propiedad arquimediana podemos encontrar un entero n tal 
que n > S y n 2 6 ,  10 que contradice a (1). 

Concluimos entonces que B no tiene supremo. 

4) Probaremos que 5  = supremo de D 

Por definición del conjunto D, 5  cumple SUPl. Y también satisface SUP2'. Si 
1 1 

E > O es dado y elejimos un entero n tal que n > - , o O < - E entonces 
E n 

1 
x = 5 - -  cumple 0 c x e 5 ,  osea X E D ,  y 5 - E < X .  

n 



5 )  sen (. 5 )  toma el valor 0 si n es par y (-I)" , si n = 2m + 1; luego el 

conjunto E es { - &O, 1 } y 1 = supremo de E. 

6)  La definición de F implica que no es acotado superiormente; por lo tanto no tiene 
qupremo. 

PROBLEMA 10. Probar que existe el número 

S = supremode A = { X E R  / x2 < 3 }  

SOLUCION. A es no vacío ( 1 es elemento de X ), y 2 es una cota superior de A pues 
si x2 < 3 entonces lx12 < 22,  de donde 1x1 < 2 y x < 2.  

Luego, existe S = supremo de A y cumple la desigualdad 1 5 S 5 2 ,  por SUP1, 
SUP2 y las observaciones anteriores. 

Vamos a demostrar que s2 = 3, esto es s = a. 

1 
Para cada n~ 1 aplicamos SUP2' con E = -  y encontramos xn en A tal que 

1 
s - - c x, ; luego 

(pues xn E A )  

1 1 
Por otra parte para todo n 2 1 se tiene S + - > S y por 9UPl S + - no pertenece al 

n n 

coqjunto A, esto es 3 S + - ; y haciendo n + 00 resulta 3 S s2. [ :r 
Luego s2 13. 
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Método 2 

Probaremos que no pueden ocurrir las desigualdades s2 < 3 o s2 > 3 .  

Si s2 < 3 podernos encontrar O < t: < 1 tal que ( S  + c12 < 2 (1) 

En efecto, la desigualdad es equivalente a s2 + 2 sc + c2 < 3 
2 y puesto que el primer miembro es menor que S + 2 S a + c (pues E' S E ) bastara 

que este numero sea menor que 3 
2 

2 3 - S  o ( 2 s + l ) &  < 3-9 , estoes E < -; 
2 s + 1  

m 3-S"  
luego, si hacemos c = - , con m = menor de 1 y - , entonces son ciertas (2 )  y 

2 2 s - 1  
(U. 

De la desigualdad (1) se sigue que S + c es un elemento de X y por S U P l  se debe 
tener S + c 5 S ,  una contradicción. Luego, es imposible que s2 < 3 . 
Si s2 > 3 ,  procediendo como en el caso anterior, podemos encontrar O < t: < S tal que 

En efecto, de 2 2 s 2 - S S & + &  > S - S S &  

2 
2 S - 3  serdsuficienteque S - 2 s e > 3 ,  o E<-  ; luego (3 )  se cumple si E es 

2s  
n 

m S" - 3  
igual a - , con m = menor de S y - . Sin embargo, por SUP2', para E , exis- 

2 2s  

te un x en A tal que S - 8 < x ; luego ( S  - E ) ~  < x 2  < 3 ,  en contradicci6n con (31, 

y por consiguiente, tampoco es cierto que s2 > 3. 

En conclusión, se debe cumplir s2 = 3. 

PROBLEMA 1 1. Encontrar el supremo de los siguientes conjuntos 

2) B = { -&- / cualquier x 1 



SOLUCION. 

x - 1  1 - 1+- 1) Sea f(x) = -  - 
x - 2  x - 2  

Notamos que el valor f(x) crece indefinidamente si x > 2 se acerca a 2 y por lo 
tanto el conjunto ser6 no acotado. En efecto, dado K > O siempre podemos 
encontrar un x > 2 tal que 

por ejemplo x = 3 + 2 , y por lo tanto f ( x )  > K . 
K 

Luego A no tiene supremo. 

1 2 
2) Si f (x) = - , entonces 1 = f (0) 2 f (x) , para todo x, pues 1 5 1 + x , Y 

1 + x 2  
por lo tanto 1 E B y también es una cota superior de B, lo cual implica 

1 = supremo de B. 

1 
S) Sea b = sen(a) ; de O S a < n  se sigue que O < b < l  y por lo tanto b 2 b n ,  

para n = 1,2,3, ... ; luego b E C y es una cota superior de C y por consiguiente 
b = supremo de C. 

PROBLEMA 12. Se dice que una funci6n f (x), x en X, es acotada superiormente si 
existe c e R tal que f (x) c para todo x en X; en este caso existe supremo 

{ f (x) / x en X } y se designa por sup f .  
X 

1) Si f(x) S g(x) , para todo x, y g(x) es acotada superiormente, probar que 
SUP f 5 SUP g 
X X 

2) Si f (x) y g(x)  son acotadas superiormente y (f + g)(x) = f (x) + g(x) , probar 

3) Si f (x) es acotada superiormente y c E IR, probar que 

s u p ( f + c )  = sup f + c  
X X 

endonde (f  +c)(x)  = f (x )+c  



El Axioma del Supremo y sus Aplicaciones ..- 533, 

1) Sean A = { f ( x )  / x e n X }  Y B = { g ( x ) / x  en X }  

Por SUPl el número S' = sup g = supremo de B cumple 
X 

g ( x )  S S' , para todo x  en X 

y de f ( x )  S g ( x )  resulta f ( x )  l S'. 

de donde A tiene supremo S = sup f y cumple S I S',  por SUP2 para S; 

X 

luego sup f < sup g  . 
X X 

2) Sean S = sup f y S' = sup g ; luego para todo x en X se tiene f ( x )  S S 

X X 

y g ( x )  S S ' ,  f ( x )  + g ( x )  < S + S' de modo que el conjunto 

es acotado superiormente por S + S' y si S" = sup (f + g )  entonces S" < S + S' ,  
X 

por SUP2 para S". 

Así, 

3) Sea S = sup f . Entonces 
X 

SUPl Si f ( x )  < S para todo x  en X 

Y SUP2 si f ( x )  2 t para todo x  en X, entonces S 5 t 

de donde S + c cumple 

f ( x )  + c  < S + c para todo x  en X 

y si f ( x )  + c < t ' para todo x en X, entonces f ( x )  < t ' - c  y por SUP2, 

esto es, S + c es el supremo del conjunto { (f  + c )  ( x )  / x  en X} y por 10 tan- 



12.6 CONVERGENCIA DE SUCESIONES NUMERICAS 

Utilizando el axioma del supremo se establece el criterio de convergencia de las suce- 
siones monótonas acotadas, el criterio de Cauchy y la existencia de subsucesiones con- 
vergentes de sucesiones acotadas. (Ver capítulo 0)  

12.6.1 CRITERIO DE LAS SUCESIONES MONOTONAS ACOTADAS 

Si (a, ) es una subsucesión tal que a, S a,,, 5 C , para todo n, y un determinado 

C, entonces (a,) es convergente y ai 5 lim a, S C, para todo k. 
n+ao 

De igual modo, si a, 2 2 B , para todo n, entonces 

a, 2 lim a, 2 B, para todo k. 
n+ao 

PRUEBA Supongamos que se cumple a, S a,,, 5 C , para todo n. 

Sea X el conjunto formado por los términos de la sucesión, esto es X = ( a, / n > O }. 
X es no vacio y acotado superiormente por C; luego por el axioma del supremo existe 
L = supremo de X. Probaremos que L es el límite de (a,). 

Sea dado E > O .  Por SUP2' existe a% tal que L - E < ano (1) 

Entonces si n 2 no tenemos: 

estoes l l - a , ( <  E ,  cuando "'no 

lo que significa L = lim a, 
n+oO 

[ pues a% S a, 1 
[ por SUP1 ] 

Además es cierto que a, L 5 C , por SUPl y SUP2. 
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12.6.2 SUBSUCESIONES CONVERGENTES DE SUCESIONES ACOTADAS 

Si (a,)  es una sucesión de números tal que c < a, < d  para todo n, entonces existe 

una colección de subtndices enteros 1 S n, < n, < . . . < n, < . . . tal que si xk = ank , 
entonces la sucesión (x , )  es convergente. 

Nota. Se dice que (a,,) es una subsucesión convergente de (a,). 

Si L = lim ank , por definición se cumple: 
k+w 

Para todo E > O ,  existe un entero N tal que k 2 N implica L - ank < E . I I 
Observemos además que c < L 5 d y n, 2 k , para todo k. 

PRUEBA 

Para cada n sea X,, = { a, / k 2 n ) , esto es, X, consiste de los términos a, , 
a,, , ... , cuyos subtndices son mayores o iguales a n. 

Es claro que los X, son no vacíos y acotados inferiormente (c es una cota inferior) y 
por lo tanto existe i, = infimo de X, . 

Puesto que X,,, es parte de X, , se tiene i, 5 i,,, lo que muestra que (i,) es 
una sucesión monótona creciente. Además c i, S d , para todo n; en efecto, 

c < i, por INFl para i, y i, < a, d 

En particular (4) es acotada superiormente y por el criterio de las sucesiones monb 
tonas acotadas existe L = lim i, que cumple a, S i, S L S d ,  para todo n, y en 

n+w 

particular c 5 L 5 d .  

Probaremos que L satisface la siguiente propiedad: 

Para todo E y entero n 2 O, existe un C > n tal que 

En efecto, de L = lim i, , para E > O existe N tal que L - iN < E , L - E < iN , y 
n+m 

como iN < i, , para todo m 2 N ,  podemos suponer que N > n,  y por lo tanto tene- 
mos un entero N > n , tal que 



En forma similar, de iN = ínfimo de { a, , a,,, , . . . } 

por INFl e INF2' existe un ak , k 1 N,  tal que 

iN 5 ak I iN + E 

Luego L-e < iN [ por (2) 1 

< a k  < i N  + E  [ por (3) 1 

5 L + e  [ por (2) 1 

esto es 1 L -ak 1 < e , para algún k 2 N > n,  lo que prueba (1). 

Ahora procedemos a encontrar una sucesión de subíndices 

1 
1 n S n, 5 . talesque IL-a,,I < (4) 

Aplicando (1) con E = 1 y n = 1, elegirnos n, = k > 1 tal que 1 L - a,, 1 < l .  
1 

Suponiendo que ya se hallaron 1 < n, < n, < . . . < n, , aplicamos (1) con E = - 
p + l  

y n = np y podemos elegir 

lo que completa el proceso de inducción y establece (4). 

De (4) se sigue L = lim a,k . 
k+w 

12.6.3 CRITERIO DE CAUCHY 

( an )  es convergente si y s610 si satisface el criterio de Cauchy: Para todo E > O, existe 

un entero N, que depende de E , tal que ei m y n 2 N entonces 1 a, - a, 1 < E . 

PRUEBA. Supongamos que (a,) es convergente y que su límite es L. Probaremos que 

se cumple el criterio de Cauchy: Dado c > O, sea N tal que si n 2 N entonces 
I L - u , ~  < 4 2 ;  luegosi m y n 2 N setiene 

Recíprocamente, si (a, ,)  satisface el criterio de Cauchy demostraremos que es conver- 

gente. 
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Primero probaremos que (a , )  tiene una subsucesión convergente, lo que, por el pro- 

blema anterior, serA cierto si (a , )  es acotada. 

La propiedad asumida puede expresarse en la forma: 

Dado E > O ,  existe N tal que si m y n 2 N entonces 

a , - &  < a, < a , + &  

En particular, si m = N, se tiene 

a, - C  < a, < a ,  + c  

para todo n 2 N ,  y si hacemos 

c = menor delosnumeros a, - c  , al - c  , ... , aN - E  

d = mayor de los números a, + E , al + E , ... , aN + E 

entonces c < a, S d ,  para todo n 2 0, y por lo tanto la sucesión es acotada. 

Elijamos luego una subsucesión convergente (a,,) y sea L su limite. Demostraremos 

que L tarnbien es el limite de (a,). 

Sea dado s > O y elijamos N tal que si m y n 2 N entonces 

lam -un 1 < ~ 1 2  

y de L = lim a,, , existe M tal que si k 2 M entonces 
&+m 

en particular si P  = nk , con k  = mayor de los números N y M, se tiene 
P = n k 2 k 2 N  y k 2 M ;  luego 

lap-a,1  < ~ 1 2 ,  paratodo n 2 P  

I L - u , ~  < c/2 

dedonde I L - u , ~  S l ~ - a , l  + lap-a,I < E .  

para todo n 2 P. 

Por lo tanto, L = lim a, 
n.+m 



Nota. El hecho que las sucesiones que satisfacen el criterio de Cauchy posean límites 
en R es en verdad una consecuencia del axioma del supremo. En efecto, la implicación 
e, sdlo si, se dedujo usando 12.6.2 ( e 12.6.1 e axioma del supremo). 

12.7 APLICACIONES A LAS FUNCIONES CONTINUAS 

En esta sección demostraremos que las propiedades fundamentales de las funciones 
continuas (Ver 7.7, CAP7) se deducen del axioma del supremo. Puesto que las aplica- 
ciones de tales propiedades han sido desarrolladas antes, la exposición tiene un carác- 
ter teórico. 

La siguiente propiedad será utilizada frecuentemente: 

12.7.1 Sea f (x )  una función continua en [a, b] . Entonces para toda sucesión conver- 

gente (a,) de números an en [a, b] se cumple .\ 
lirn a, = lim f (a,) 1 n+a 

PRUEBA. Sea L = lim a, ; notemos que L  €[a ,  b] , pues a < a, < b . 
n+ao 

Dado E > O ,  por la continuidad de f en L existe S > 0 tal que 1 L - x  1 < S, x  en 

[a,  b], implica 1 f ( L )  - f ( x )  ( < E ; y puesto que L  es el límite de (a,) ,  para S > O 

existe N tal que 

si n 2 N entonces 1 L - a, 1 < 6 ; 

luego, n z N  implica 1 f (L ) - f (a , ) l .<  E , y f ( L )  = lim f ( a , ) .  
n+m 

12.7.2 TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO 

Sea f ( x )  una funci6n continua en el intervalo cerrado [a, b]. Para todo valor y* en- 

tre f ( a )  y f (b) ,  inclusive, existe x* en [a, b] tal que y * = f ( x *  ). 

PRUEBA. 

Caso 1. f (a) 5 f (b) 

Sea y* tal que f (a)  3: y* f (6). 
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Si y* = f ( a )  o y* = f (b) ,  entonces se cumple el resultado con x* = a o x* = b , 
respectivamente. Luego podemos suponer que y* es distinto de f ( a )  y f (6)  y por lo 
tanto que 

Sea x = { X  / f ( x ) < ~ * ,  x en [ a , b ] }  

Entonces X es no vacio, pues a E X  por (l), y acotado superiormente por b. Por el 
axioma del supremo existe x* en R tal que x* = supremo de X. 

Es inmediato que x* ~ [ a ,  b] . En efecto, a 5 x*, por SUP1, y x* < b ,  por SUP2. 

Demostraremos que y* = f (x*) . 

Aplicando SUP2' sucesivamente con c = i / n  , n 2 1 , podemos hallar a, en X tal 
* 1 que x -- < a, S x*. 

n  

Luego, x* = lim a,, y f (x*) = lim f (an)  < y*, pues q en X; asi f (x*) S y*. 
n -+w n -+'c 

Como y* < f ( b )  se debe tener x* < b y si N > l / (b - x*) , í /N < b - x*, 

V n < b - x * ,  paratodo n > N .  Sea x n = x * + l / n ,  n > N ;  luego x*<x ,<b  y x,, 

no pertenece a X, o sea f(x,) > y* y de x* = lim xn se tiene ahora 
n-+?r> 

esto es f (x*) > y*. 

Y queda demostrado que f (x*) = y*. 

Caso 2. f (a) > f (b)  

Sea y* tal que f ( a )  2 y* 2 f (b) . 

Definimos la función g(x)  = - f ( x )  , x E [a, b] . 

Entonces g es continua y g(a) 2 - Y* 2 g(b). 

Por el caso 1, existe x* en [a, b] tal que -y* = g(x*),  de donde y* = f (x*) .  



12.7.3 TEOREMA DE LOS VALORES MAXIMO Y MlNlMO 

Si f ( x )  es una función continua en el intervalo [a ,  b ] ,  entonces existen x, y x,  en 
[ a ,  b] tales que 

f  (xo) S f  ( x )  S f ( x , )  para todo x en [a ,  b]  

esto es, m = f (q) = valor minimo de f 

Y M = f (x , )  .= valor mmlximo de f 

En particular f ( x )  es una funci6n acotada: 1 f ( x )  1 S C para todo x en [ a ,  b ] ,  si 

C = mayor de los números 1 MI y Jml . 

PRUEBA. Primero demostraremos que el teorema se cumple para funciones acotadas. 

Si f ( x )  es acotada entonces el conjunto Y = { f ( x )  / x en [ a ,  b] } , formado por los 

valores de f ( x ) ,  es acotado superiormente (e inferiormente). Luego existe M = su- 
premo de Y, esto es M satisface 

S U P l  y r M ,  para todo y = f ( x )  

Y SUP2' para todo e > O se tiene M - e < y S M ,  en algún y de Y 

Para cada n 2 1 por SUPB', para E = í,/n , podemos hallar y, en Y tal que 

Puesto que y, E Y elegimos a ,  en [a, b] tal que Y, = f (a,) , y asi 

para todo n 2 1. 

Por 12.6.2 (la sucesión (a , )  es acotada), existe una subsucesión ( a n p )  que converge 

a algún x* en [a ,  b] , esto es 

x* = lim a, 
p-bw p 

Ahora probaremos que M = f (x* ) ,  y por lo tanto que f ( x * )  es en verdad el valor 

mdximo de f ( x )  en [a, b] . 
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Usando 12.7.1 se tiene 

Y de (1) tambidn M = lim f (anp) pues 
1 1  

P-'W 

Asi, M = f (x*) y x, = x* da el valor máximo de f 

Para probar que existe el valor mínimo de f ,  aplicamos la parte anterior a la función 
g(x) = - f(x), que tambidn es continua, y encontramos un x, en [a, b] tal que 

g(xo) = máximo de g, o sea para todo- x en [a, b] se cumple 

y por lo tanto m = f(xo) = minimo de f en [a, b] . 

Ahora demostraremos el teorema para el caso general, esto es no asumimos que f(x) 
sea acotada. 

Consideremos la función g(x) = , x e n [ a , b ]  
1 + f (x12 

Entonces g(x) es continua, pues f(x) lo es, y es acotada ya que O < g(x) S 1, para 

todo x en [a, b] . Por el caso tratado para las funciones acotadas existe x* en [a, b] 

tal que g(x*) es el valor mínimo de g(x), esto es 

g ( ~ * )  5 g(x) para todo x en [a, b] 

dedonde f )  S ( x 2 ,  If(x)l i C ,  con C = 1 f (x*) 1 , y por lo tanto f (x) 

tambien es acotada. Y aplicando otra vez el caso de las funciones acotadas concluimos 
que f (x) toma SUS valores máximo y mínimo en [a, b]. 

12.7.4 TEOREMA DE CONiiNUlDAD UNIFORME 

Si f (x) es una funcidn continua en [a, b] entonces f ( x )  es uniformemente continua 
en dicho intervalo, esto es, para todo E > O existe 6 > 0 ,  que sólo depende de E , tal 
que 

PRUEBA. Supongamos que la conclusión es falsa y probemos que esto conduce a una 
contradicción. 



Que la conclusión sea falsa significa que existe un E > O tal que para todo 6 > 0 hay 
un par de números x, y en [a, b], que dependen de S , tal que 1 x  - y 1 < S y 

I f ( x ) - f ( y ) l  2 E 

En particular, para 6 = i /n , n 2 1 , existen x,, , yn en [a, b] tales que 

Puesto que los elementos de la sucesión ( x , )  se encuentran en el intervalo [a, b] 

existe una subsucesión convergente ( x n p )  con limite L en [a, b]. 

Sean x, = x, , y; = ynp . Tenemos L = lim x; y por (1) 
P-'* 

Luego lim (y; - x,) = O , y de y; = x; + - x ; )  también se sigue lim y; = L . 
P+* p+m 

Puesto que f ( x )  es continua en L aplicamos 12.7.1 a las dos sucesiones y obtene- 
mos 

y por lo tanto para el valor dado de E existe p tal que 1 f (xp  ) - f (y , )  1 < E ,  en con- 

tradicción con (2). 

Por consiguiente, la funci6n f ( x )  es uniformemente continua en [a, 61. 
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