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RESUMO

Alguns problemas parabdlicos podem ser reescritos na forma de problema de complemen-
taridade e aparecem em muitas aplicagoes como em fluxos de liquidos no interior num
dominio, difusao, fluxo de calor envolvendo mudanca de fase e reagdes quimicas. Estes
tipos de problemas apresentam muitas dificuldades analiticas e numéricas, normalmente
devido & evoluc¢ao no tempo ou fronteira mével. Como a solugao analitica é muito dificil de
obter, é importante o estudo de métodos numéricos que permitam a busca de uma solucao
aproximada da solugao exata para tais tipos de problemas. Estuda-se leis de conservagao
e os tipos de solugoes associadas ao Problema de Riemann, essencialmente leis de balanco
que expressam o fato de que alguma substancia é conservada. O estudo desta teoria é
importante porque frequentemente as leis de conservacao aparecem quando nos problemas
parabolicos sao desprezados os termos difusivos de segunda ordem. Apresenta-se também
um método numérico que é uma variacao do método de Newton para resolver sistemas
nao lineares. O método é baseado num esquema de diferencas finitas implicito e um algo-
ritmo de complementaridade nao linear, FDA-NCP. O método dado tem a vantagem de
fornecer uma convergéncia global em relacao ao método de diferencas finitas com o mé-
todo de Newton que s6 tem convergéncia local. A teoria é aplicada ao modelo de difusao
de oxigénio num tecido e ao modelo de combustao de oxigénio in situ, os dois modelos
sao problemas paraboélicos linear e nao linear respectivamente e que podem ser reescritos
na forma de problema de complementaridade. O primeiro modelo que pode ser aplicado
no tratamento de células cancerigenas conduz a um problema de fronteira livre enquanto
no segundo modelo, consideramos um processo unidimensional de injecao de ar dentro
de um meio poroso que contém inicialmente combustivel sélido e onde ocorre combustao
gas—sOlido, assim o modelo envolve a lei de balanco do calor, lei molar do combustivel
e a lei de gases ideais. Além disso, estuda-se a onda térmica e a onda de combustivel
associadas.

Palavras—chave: Combustao. Difusao. Complementaridade. Diferencas Finitas. Leis de

Conservagao.



ABSTRACT

Some parabolic problems can be rewritten in complementarity form and appear in many
applications such as liquid flows within a domain, diffusion, heat flow involving phase
change and chemical reactions. These types of problems have many analytical and nu-
merical difficulties, usually due to the evolution in time or moving boundary. Since the
analytical solution is very difficult to obtain, so it is important to study numerical methods
that allow the search for an approximate solution of the exact solution for these types
of problems. We study the conservation laws and the types of solutions associated with
the Riemann Problem, these types of laws are essentially balance laws that express the
fact that some substance is balanced. The study of this theory is important because the
conservation laws often appear when the parabolic problems are neglected the diffusive
terms of second order. It also presents a numerical method which is a variation of the
Newton’s method for solving nonlinear systems, the method is based on an implicit fi-
nite difference scheme and an algorithm complementary non-linear FDA-NCP. The given
method has the advantage of providing a global convergence with respect to the finite
difference method with Newton’s method which has only local convergence. The theory
is applied to the model difussion in tissue of oxygen and oxygen combustion model in
situ, this two models are linear and nonlinear parabolics problems respectively and which
can be rewritten in the form of complementarity problem. The first model that can be
applied in the treatment of cancer cells leads to a free boundary problem, while the second
model, consider a one-dimensional process of air injection inside a porous medium initially
containing solid fuel and where combustion occurs gas - solid thus the model involves the
heat balance law, law and the fuel molar ideal gas law, in addition, studies the thermal
wave and the wave associated fuel.

Key-words: Combustion. Difusion. Complementarity. Finite Diference. Conservation

Laws.
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INTRODUCAO

O estudo das equagoes diferenciais parciais de tipo parabdlico ¢ muito importante
devido a sua ampla aplicacdo nas areas de Economia, Engenharia e Fisica [15]. Com o
objetivo de encontrar uma aproximagcao a solucao exata desenvolveram-se métodos numé-
ricos que nos permitem cumprir o objetivo. Estas técnicas serao aplicadas a dois modelos,
um apresentado por uma equacao diferencial parcial parabdlica linear e outro por uma nao

linear: difusao de oxigénio num tecido e combustao de oxigénio in situ, respectivamente.

A difusao de oxigénio é um problema estudado por diversos autores, entre eles temos
[13], [1], [5] [4]. Uma descrigao breve deste modelo consiste na injegao e difusao de oxigénio
dentro de um meio. Parte dele é absorvido pelo meio e a concentracao de oxigénio na
superficie do meio é mantida constante. Esta primeira fase do problema continua até
atingir um estado estacionéario ou de equilibrio, isto é, j4 nao ha consumo de oxigénio.
Logo ocorre uma segunda fase quando a superficie é selada de modo que o oxigénio ja nao
entra nem sai e o meio continua absorvendo o oxigénio disponivel e, como consequéncia, o
limite maximo de absorcao de oxigénio definido pelo estado estacionédrio comeca a recuar
até a superficie selada. Portanto, o maior desafio é procurar o caminho do movimento
da fronteira moével durante este estagio do processo e a determinacao da distribucao do
oxigénio no meio em qualquer instante do tempo. Este tipo de problema é conhecido

como um Problema de Fronteira Livre.

O modelo de combustao de oxigénio in situ é um caso particular do modelo tratado
em [8], [9], [22]. Neste caso, o modelo considera a inje¢do de ar num meio poroso que
contém combustivel solido e consiste de um sistema de duas equacgoes diferenciais de
tipo parabdlico nao lineares. Para este problema estudamos as solu¢oes do Problema de
Riemann obtendo a onda de combustivel e a onda térmica associadas ao combustivel e a

temperatura, respectivamente.

As contribugoes do trabalho s@o: estudo do modelo de combustao de oxigénio in situ
via leis de conservagao e também as simulagoes para os dois modelos propostos aplicando o
método de Crank—Nicolson com Newton e o algoritmo FDA-NCP [25]. A implementagao

seré feita em Matlab 2010, o qual é um programa criado nos anos 1970 e destinado para
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fazer calculos numéricos, cientificos e é amplamente utilizado no campo da engenharia.

Este trabalho esta organizado como segue. No Capitulo 1 faremos uma introdugao as
leis de conservacao. No Capitulo 2 descreveremos o método de diferengas finitas usado nas
simulagoes. No Capitulo 3 apresentamos o algoritmo de direcoes vidveis para problemas
de complementaridade nao linear (FDA-NCP), que seré usado nos capitulos seguintes.
No Capitulo 4 estudaremos o Problema de Difusao de Oxigénio num tecido, mostraremos
alguns resultados numéricos e faremos a anéalise de erro. No Capitulo 5 trataremos do
problema de Combustao de Oxigénio in-situ, também mostraremos os resultados numéri-
cos e a andlise de erro correspondente. Finalmente apresentaremos algumas conclusoes e

a bibliografia.
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1 LEIS DE CONSERVACAO E
SISTEMAS HIPERBOLICOS

Os sistemas hiperbdlicos ocupam um papel importante na engenharia, area na qual
os modelos mateméticos sao frequentemente baseados em principios fisicos chamados Leis

de Conservagao, os quais tem a forma seguinte:

oU |, /()

= ‘R xRt — R™ 1.1

onde U(z,t) representa as variaveis de estado (tais como densidade, temperatura, etc) no

ponto z, instante ¢t e f(U) é o fluxo dessas variaveis, [20].

Em [3], a equagao (1.1) é descrita brevemente ao supor um volume de controle 2 C
R™, em que uma quantidade fisica (densidade ou concentragao) U = U(z,t) de alguma
substancia por unidade de volume depende de m variaveis espaciais = (1, X2, ..., Tr) €

do tempo t > 0. Temos:

Quantidade total da substancia dentro do

- / Uz, t) dS. (12)
Q

volume de controle

A substancia pode ser criada ou destruida dentro do volume de controle por uma fonte
externa ou interna. A taxa de criacao ou destruicao da substéancia, que chamaremos de
termo fonte e denotaremos por ¢(z,t,U), tem sinal positivo se a substancia é criada
dentro do volume de controle e negativa se a substancia for destruida dentro do volume

de controle.

Taxa de criagao da substancia dentro do

_ / o(x,t,U) dS. (1.3)

volume de controle

Em m dimensoes, o fluxo pode ser em qualquer direcao, logo ele é uma grandeza
vetorial que denotaremos por f(z,t). Se n(x) denota o vetor unitario normal apontando

para fora da regiao €2, a taxa de transferéncia liquida da substancia para fora do volume
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de controle através de sua fronteira 0 €2 é dada por:

Taxa de transferéncia liquida da substancia

= /f(:v,t)-ndS. (1.4)
G

para fora do volume de controle

Portanto, a lei de conservagao fica, [18]:

d

7 QU(m,t)dQ:— mf(a:,t)-ndS+/Q¢(x,y,U)dQ. (1.5)

Se U, f e ¢ forem todas de classe C'! (assim como a regiao ), podemos derivar sob o

sinal de integragao e usar o Teorema da Divergéncia e obter:

U + div(f) = ¢(z,t,U). (1.6)

Entao, a equagao (1.6) relaciona a fungao U, a funcao fluxo f e o término fonte ¢
a qual é denominada Lei de balanco. Por outro lado, para a modelagem ter sentido
precisamos de um ponto inicial U(z,0) = Up(x).
Nosso estudo estara restringido ao caso de (x,t) € R x R* e nesse caso a equagao (1.6)

S€ escreve comao:

Uy(z,t) + [f(U)]s = é(x,,U). (1.7)

Na segao seguinte estudaremos com maior detalhe a equacao (1.7) com termo fonte

¢ =0.

1.1 SISTEMAS HIPERBOLICOS

Nesta segao estudamos a equagao (1.7) a qual representa um sistema de leis de conser-
vacao, onde U : R x RT — R™ e com funcao de fluxo f : R™ — R™. No caso linear temos
que f(U) = AU entao f'(U) = A com A € R™™ uma matriz constante. O sistema (1.7)
¢ dito Hiperbélico se a matriz jacobiana f'(U) € R™*™ & diagonalizavel com autovalores
reais e ¢ dito estritamente Hiperboélico se todos os autovalores Ay (U), Ao (U), ..., A (U)

sao distintos e além disso:
M(U) <X U) < - < A (U),

e sendo 1 (U),r2(U), ..., 7, (U) os respectivos autovetores.

Como exemplo consideraremos o seguinte esquema que seré abordado em mais deta-
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lhes no Capitulo 5:

0
0 + = 0,
' <9+90)x (1.8)

Un = 07

onde 6y é uma constante real positiva.

0
Sendo U = ( > € R? temos que:
n
0 0, 0
foy=1 0+6 |, = f)=| (0+0) :
0 0 0
to
tem autovalores \; = A\ (U) =0, Ay = Xo(U) = m e se cumpre A\; < Ay. Portanto,
0

o sistema (1.8) é um sistema estritamente hiperbdlico. Além disso, os autovetores

0 1
7’1:7"1(U):<1> e r2:r2(U):<0>,

para A e Ay respectivamente.

associados sao:

1.2 SOLUCAO FORTE E SOLUCAO FRACA

Estudaremos leis de conservacao da forma seguinte:

U+ [f(U), =0, (2,t) €RxRY

U <0, 1.9
U, 0) = Up(a) =4 = F= 9
U, se x>0,

onde U : R x Rt — R™ f:R™ — R™ U, U, € R™. O problema (1.9) é chamado Pro-
blema de Riemann. Note que a condi¢ao inicial pode ter uma descontinuidade em x = 0.
O caso trivial acontece quando U; = U,.. Tem-se em [20], [33] que mesmo no caso escalar
(m = 1) e a condigao inicial Uy(x) seja bastante regular, ndo poderemos assumir que
a solugao U(x,t) seja regular para todo ¢t > 0. Resolve-se isto admitindo solugoes des-
continuas (choques) [14], o que motiva a generalizar a defini¢ao de solugao, pois a nogao
de uma solugao da equagao diferencial parcial (1.9), conhecida como solugao forte ou
também solucao classica, ¢ uma funcao de clase C! e satisfaz (1.9). Logo, como uma
funcao descontinua nao pode ser solugao no sentido cléssico, no que segue definimos um

novo tipo de solug¢ao mas precissamos da seguinte defini¢ao:

Definigao 1.1. Uma funcao ¢ : R x RT™ — R tem suporte compacto se ¢ = 0 fora de
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um conjunto compacto de R. Uma fungao teste é uma fungao ¢ : R x [0,00) — R de
suporte compacto e ¢ € C°(R x [0,00)) . O conjunto das fungoes testes sera denotado
por D(R x [0, 00)).

Multiplicando U;+ f(U),, = 0 por uma fungao teste ¢(z, t) € D(Rx[0,00)), integrando

o resultado na regido (—oo,00) x (0, 00), obtemos:

/ / Uy + f(U),] pdxdt =0,

passando a derivada para a fungao suave:

/OOO /Oo [U¢t + f(U)qu] de dt = — /oO U(:E,O)gb(x)@) dzr. (1‘10)

Isso motiva a seguinte definicao.

Definicao 1.2 (Solugao Fraca). Dizemos que U € L>(R x (0, 00)) ¢ uma solucao fraca da
lei de conservacao definida em (1.9), se ela satisfaz a equacdo (1.10) para toda
¢ € DR x [0,00)).

Teorema 1.3. Se U ¢ solugao cléssica de (1.9), entdo U ¢é solugao fraca de (1.9).

Demonstragao: Se U é solugao classica de (1.9), entao U é continuamente diferenciavel

e
U+ [f(D)],=0, zeR, te]0,00),

U(z,0) = Us(z), = €R,

além disso, para qualquer fungao suave ¢ € D(R x [0,00)) tem-se:

| [ e rwnodsa=o,

integrando por partes e usando o fato que ¢ é nulo no infinito, temos que:

/OOO/Z[U¢t+f(U)¢x] d:}:dt:—/(:(](x’ow(x’o)dm

Assim, a solugao cléassica u é também uma solugao fraca. [ |

Como as solugoes fracas geralmente nao sao continuas, entao para descrever essas
solugdes, seja x4(t) uma curva no plano zt que divide o semiplano ¢ > 0 em duas partes:
R, a direita da curva e R; a esquerda da curva, como mostra a Figura 1.1 e definimos

uma solucao continua por partes.
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LA

(@:(0), 0) >

Figura 1.1: A curva x4(t) que divide o plano em duas regioes

Defini¢ao 1.4. Uma fungao U(z,t) é denominada solugao continua por partes do pro-
blema (1.9) com descontinuidade do tipo salto ao longo da curva z4(t), se U(z,t) tem as

seguintes propriedades:

1. U(x,t) tem derivadas primeiras continuas em R, e R; e é solugao do problema
Ut+[f<U)]l’:07 (l’,t) ERh t>07
U(z,0) = Up(x), =z < xs(0),
em R; e do problema
U+ [f(U)]. =0, (z,t) € Ry, >0,
U(z,0) =Us(x), = > x4(0),
em R,.

2. Em cada ponto (o, ty) de z4(t), os limites de U(z, t) quando (x,t) — (zo, to), (x,t) €

Ry e (x,t) = (xg,t0), (x,t) € R, existem mas nao sdo necessariamente iguais.

O seguinte teorema é de muita importancia para quando consideramos uma solu¢ao

fraca do problema de Riemann.

Teorema 1.5. Se U ¢é uma solugao fraca de (1.9) tal que U é descontinua ao longo da
curva z = £(t) mas U ¢ suave nos dois lados da curva z = £(t), entdo U deve satisfazer a
seguinte condigao:

f(Ul) - f(Ur) = Sl(t)(Ul - Ur)> (111)

ao longo da curva de descontinuidade, onde U; é o limite de U(x,t) em R; e U, é o limite de

U(z,t) em R,. Chama-se s = '(t) a velocidade de propagagao da descontinuidade.
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Demonstracao: Se U é solugao fraca de (1.9), entao:
/ / U + f(U)py] dadt +/ Up(x)p(x,0) dx = 0,
0 —00 — 00

para toda funcao teste ¢ € D(R x [0,00)). Seja ¢ uma fungao teste tal que ¢(x,0) =0 e

partimos a primeira integral nas regides R~ ¢ R*, onde:

R ={(z,t) : 0<t<oo, —oco<x<)},
R.={(z,t) : 0 <t <oo, £(t) <x < H400}.

Entao:

0 = [ [ wosswedasa+ [ tiwpote.0pdr -
o o (1.12)

— / Rl[Ugbt—i—f(U)vx] dxdt+//r[U¢t+f(U)vz] dzdt,

empregando o Teorema da Divergéncia e o fato de ¢ ter suporte compacto com ¢(z,0) = 0,

tem-se:

//Rl Upe + f(U)p,| dxdt = //Rl Uy + f(U).] ¢ dxdt + /zzg(t)[Uﬂ/Q —l—f(Ul)l/l](:Sds,)
1.13

onde v = (vy,15) é a derivada normal unitaria a R;. Similarmente temos que:

// (U + f(U)¢,] dudt = //rUtJrf ¢d$dt+/:c§(t)[UV2+f( D] ¢ ds.
(1.14)

Pela hipotese de U ser uma solucao fraca de Uy +[f(U)], = 0 e U é suave a ambos lados de
x = &(t). Além disso, U é uma solucao classica a cada lado da curva de descontinuidade

x = £(t). Em consequéncia, temos que:

// U, + f(U gbdxdt—o_//R U, + f(U).] ¢ dudt.

Dos fatos (1.12), (1.13) e (1.14) obtemos:

| wov s swoomlas = [ (Uiv+ U )om) ds
z=£(t) x=£(t)

como a relacao anterior se cumpre para toda funcao teste ¢, entao:
Uwe + f(U)vy = Urva + f(Uyp)r,

o qual implica:

fO) = 1U) _ »

Ul—Ur 1/1.
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Sendo I'(t) = (£(t),t) uma parametrizacao da curva x = £(t) a qual tem normal (v, 1),

entao:
0=T/(t).(, ) = (€1, -t m) = €1(t) =2,

portanto:

f/(t) — _Z_j _ f(U(l])l:{]EUr)

O Teorema 1.5 sugere que para estender a solugao obtida pelo método das caracte-
risticas numa regiao €2, a curva x = £(t) que separa as descontinuidades com velocidade
s = &'(t), chamada choque ou descontinuidade, na solugao do problema de Riemann
(1.9), a curva x = &(t) é caracterizada pelos valores U; e U, como sendo os estados a

direita e esquerda respetivamente e com velocidade de propagacao s [14].

Denotamos esta caracterizagao do choque por (Up, Uy, s). Dentre as varias curvas com
esta propriedade, escolhemos a que satisfaz a condigdo (1.11) a qual motiva a seguinte

defini¢ao [28].

Defini¢ao 1.6. Um choque (U;, U,, s) cumpre a condi¢ao de Rankine-Hugoniot se e so-

mente se:

f(U:) = f(Uh) = s(Ur = Uy). (1.15)

Para um estado fixo U* temos a seguinte definigao, [29].

Definigao 1.7. O lugar geométrico de Hugoniot para um estado fixo U* ou simplesmente

Locus de Hugoniot, é o seguinte conjunto:

HU*) ={UeR"/3seR : f(U)— f(U*) = s(U — U")}. (1.16)

Retornando para o exemplo (1.8) que sera tratado no Capitulo 5, o locus de Hugoniot

9*
para um estado fixo U* = ( N ) é:
n

0 0 . o
0 0 7 n*

0 o*
_ - —6* 1.1
PR s(0 — 6%), (1.17a)

entao:

0=s(n—n). (1.17b)
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De (1.17b) temos que s = 0 ou = n*. Logo:

a) Se s =0 entdo de (1.17a) obtemos que 6 = 6* se e somente se §, # 0. Logo, o locus

de Hugoniot é:
H,(U") = {U: ( v ) Jexistes e R : f(U) — f(U") =s(U — U*)}7 (1.18)
U]

e velocidade de choque s; = s = 0.

0o
0+ 6%)(0 + 6y)

b) Se n =n* entdo de (1.17a) tem-se s = e o locus de Hugoniot é.

Hy(U*) = {U: < 8* ) Jexistes e R : f(U)— f(U*) =s(U — U*)}, (1.19)
Ui

to
(04 6%)(0+6p)

Definicao 1.8. Dizemos que um estado U esta ligado por um i—choque ao estado fixo

e velocidade de choque sy = s =

U™ se e somente se U pertence ao locus de Hugoniot de U* seguindo a ¢-ésima curva.

*

Para o sistema (1.8) temos que o estado U; = (
n

> esta ligado por 1—choque ao estado

77*
os quais sao mostrados na Figura 1.2.

fixo U* enquanto o estado U, = ( ) esta ligado por um 2—choque ao estado fixo U™,

0 A
Ui ¢
1 - choque
2 - choque
7" u* U'Q
o I

Figura 1.2: Locus de Hugoniot para o estado U* do sistema (1.8).
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1.3 CONDICOES DE ENTROPIA

Uma solugao fraca do Problema de Riemann (1.9) depende do choque (U;, U,, s), mas,
quais destas solugoes sao choques admissiveis?. Para garantir unicidade de solugao fraca é
comum empregar uma condicao de entropia, isto ¢, uma condicao adicional que ajuda
a escolher a solugao de forma tnica e de que seja fisicamente admissivel. Neste trabalho
faremos uma breve discugao do critério de entropia de Lax [20], e do critério de viscosidade

[26]. Com estas condi¢oes poderemos dizer quando um choque é admissivel [28|.

1.3.1 Critério de Lax

Em [20] temos o seguinte critério de entropia devido a Lax.

Defini¢ao 1.9. Um choque (U, U,, s) é dito que satisfaz a condi¢ao de entropia de Lax
se:

Xi(Up) > s> N(U,), paraalgum i€ {1,2,...,m}. (1.20)

No caso de leis de conservagao escalares, onde f : R — R, temos que \(U) = f'(U) e
(1.20) se reduz a:
() > s> f'(U). (1.21)

Uma outra condic¢ao de entropia para o caso escalar é devido a Oleinik onde a funcao

de fluxo f deve satisfazer a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.10 (Condigao de Entropia de Oleinik). Se U : R x Rt — R é a solugdo
entropica, entao todas as descontinuidades tem a propriedade seguinte:

FO) = 1O o f0) = f(U)

1.22
U-U - uv-u, ( )

para todo U entre U, U, € R.

Segundo [18| e [28], a condigdo de entropia que relaciona a velocidade do choque
com as velocidades caracteristicas a direita e a esquerda do propio choque mostra-se na

seguinte defini¢ao.

Definigao 1.11 (Condigao de Entropia de Lax). Diz-se que um choque (Uj, U,,s) do

problema de Riemann satisfaz o critério de entropia de Lax se:

ANi(U) < s < N,

(1.23)
)\1;1([][) < s < )\i+1(Ur)a
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para algum ¢ = 1,2, ..., m. Neste caso, este choque é denominado de i—choque de Lax.

1.3.2 Critério de Viscosidade

A condigao de entropia de viscosidade para sistemas de leis de conservacao (1.9)
aparece quando termos de viscosidade sao considerados, entao o sistema resultante fica

acrescido de termos de segunda ordem, isto é:
Ui+ [f(U)]s =& DU,y (1.24)

onde U = U(x,t) € R", € > 0, e D é uma matriz constante definida positiva, denominada

matriz de viscosidade. Em geral, as solugoes de (1.24) s@o suaves devido ao termo de
viscosidade e DU,,, [26].

Do anterior, podemos estabelecer o seguinte critério de admissibilidade formulado

para um sistema de leis de conservagcao.

Definicao 1.12. Um choque (U, U,,s) para o sistema de leis de conservacao (1.9) é
chamado admissivel, segundo o critério de viscosidade em relagao & matriz D, se existir
uma onda viajante da equagdo parabolica (1.24) com velocidade s e extremos U; em

r=-—-o00elU, emxr=-+400.

No caso particular de uma lei de conservacgao escalar:

ug + [f(u)]. =0,

1.25
u(z,0) = up(x), ( )

onde u: R x RT - R, f € C%*(R), ao considerar a lei de conservagao viscosa associada:

w + [f(u)]y = etga,

(1.26)
u(z,0) = ug(x).
Temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.13. Seja u® solugao de (1.26) suficientemente suave tal que satisfaz o
principio do méximo, isto é:

| v || < C, (1.27)

e seja uma funcao u tal que u° — u quando € — 0 em quase todo ponto em R x [0, +00).

Se a constante C' > 0 é independente de &, entdo u é uma solucao fraca de (1.25).

Demonstracao: Seja ¢ € D(R x [0,00)) qualquer. Sendo u® uma solugao suave de
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(1.26), entao multiplicando por ¢ e integrando:

/ /+OO ¢dxdt—|—/ /+OO ¢d:cdt—e/ /+oouzxgz5dxdt, (1.28)

como ¢ tem suporte compacto, podemos integrar por partes em (1.28) :

/Ooo /:" uz¢ dedt = — /Z u(z,0)¢p(x,0) dr — /000 /Z u ¢y dt, (1.29a)

/ / s - / / " p)s, ot (1.29b)
/ /+ooum¢dxdt_s/ /+OO W Gy dadlt. (1.290

Somando (1.29a), (1.29b), (1.29¢) e lembrando de (1.25) que u®(x,0) = uy(z) obtemos:

/+°° u(z,0)¢(x,0) dx+/ooo /;oo[u%tJrf(ug)%] dedt — —e /OOO /:o Wb dar, (1.30)

o0

ora, de (1.27) e do Teorema da Convergéncia Dominada podemos tomar limite em (1.30)

quando € — 0" obtendo:

0o 400 oo p+oo 400
/ / uepy dt + / f(u)o, dedt = —/ u(z,0)¢(z,0) dx. (1.31)
0 —00 0 —00o —00

|
Seguindo [14], [26], vamos procurar uma solu¢ao de onda viajante para (1.26), isto é,

existe uma funcao v tal que:

T — st

u(z,t) =v(§) onde &= (1.32)

€

Quando fazemos ¢ — 07, a Proposi¢ao 1.13 garante que a solugao de (1.26) converge para
a solugao da lei de conservagao hiperbolica pois o choque viscoso v(€) é uma fungao de
coordenada viajante £ dado em (1.32).

Substituindo (1.32) em (1.26) obtemos a seguinte EDO:

V'(€) = f(v(€)) —sv(§) — A, A: Constante de integragao,
v(€) =u;, quando & — —oo, (1.33)
v(€) = u,, quando & — o0,

U # Up.



Resolvendo a EDO (1.33) tem-se:
A0 B () R (Y e A O

Upr — Uy Uyr — U

entao (1.33) reduz-se a:

V(€)= —sulE) + flo(e)) + L1 = Sluur

Upr — Uy

somando e subtraindo f(u,) em (1.35) e do mesmo jeito para f(u;) obtemos:

V(§) = F(v) = f(v(§)) — fur) = s(v(§) —ur),

V(§) = F(v) = f(v(€) — flw) = s(v(§) —w).
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(1.34)

(1.35)

(1.36a)

(1.36b)

Observe que u; e u, sdo pontos singulares da EDO (1.36) pois F'(u;) = F(u,) = 0. Além

disso, pelo teorema de Picard [32], dada uma condigao inicial temos que a EDO (1.36)

possui solucao tnica v nao constante, a qual deve estar limitada entre os valores u; e u,.

Afirmamos que a solugao v é estritamente mondtona, do contrario, existiria u* entre u; e

u, tal que F(u*) = 0, entdo v ndo cumpriria as condigdes de fronteira (1.33), isto é, nao

poderiamos ligar os estados u; e u,.

Portanto, teremos os seguintes casos:

e Se u; < v < u,, entdo v'(§) > 0, portanto, de (1.36a) obtemos:

f<u>_f<ur> < 5= f(ur>_f<7~’ll>7

e de (1.36b) tem-se:
fu) — flw) o s fuy) — f(w)

U — Uy Ur — Uy

)

juntando as relagoes (1.37) e (1.38) obtemos:

f(U)—f(UT) < f(ur>_f<ul> < f(u)_f(ul)

U — Uy Uy — U U — uy
e Se u, < v < uy, entao v'(§) < 0, portanto, de (1.36) obtemos:

f(u)_f(ur) <8_f<ur)_f<ul)

U — Uy Uy — U

)

Flu) = flw) ) = )
U — Upr — Uy

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)
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novamente, a partir de (1.40) e (1.41) obtemos (1.39).

O exemplo acima mostra que a Condicao de Entropia segundo o critério da viscosidade
da Definicao 1.12 para o caso escalar é equivalente & Condicao de Entropia de Oleinik

segundo a Defini¢ao 1.10 [26].

1.4 SOLUCAO DO PROBLEMA DE RIEMANN

Para o Problema de Riemann (1.9) definimos as curvas caracteristicas como segue:

) = MU0, 1), "
z(0) = .

Os autovalores A\; = \;(u), i = 1,2,...,m da matriz jacobiana f'(U) sdo denominadas

velocidades caracteristicas, mas (1.42) mostra que \; depende da solugao do problema

u que é desconhecida a-priori, portanto, ndo é possivel resolver o sistema (1.42) para

determinar as caracteristicas e encontrar a solugao de (1.9).

Em [19], na busca de solu¢ao do Problema de Riemann (1.9), supoe-se que as solugdes

sao da forma u(x,t) = v(w(x,t)), onde:

R x Rt —% R R™ (1.43)

(x,t)——0 = w(x,t) ——v(w(x,t)) = v(o).

Entao, substituindo u(x,t) = v(w(x,t)) na lei de conservacao de (1.9) obtemos:

ow , owl| dv, .
N +f (v(a))% 8_0(0) =0, (1.44)

supondo que v ¢é solucao da seguinte EDO:

Z—Z_(O) =r;(v(o)) paraalgum i€ {1,...,m}, (1.45)
temos que (1.44) fica:
ow ow
A nw(0) 22| reto)) =0, (1.46)

o que leva a resolver uma lei de conservacao escalar para w:

ow

E + [fz(w)]x =0, (1'47)
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com fungao de fluxo f;(o) := fi(w) dada por:

filo) = /00 A(v(T)) dr. (1.48)
De (1.48) obtemos:

filo) = AMu(a)) e fi(0) = VAi(v(0))v'(0), (1.49)

entdao f!(o) pode ser nulo ou nao, isto motiva a caracterizar os autovalores \; do sistema

hiperbodlico que faremos na se¢ao seguinte.

1.4.1 Campos Caracteristicos

Considerando o sistema (1.7) estritamente hiperbolico, com autovalores \;(U) e auto-
vetores respectivos 7;(U) para todo i = 1,2, ..., m, a velocidade caracteristica \;(U) define

um \;—campo, chamado i-Campo Caracteristico, [34], [28].

Definicao 1.14. Um ¢-campo caracteristico é chamado linearmente degenerado em
U e R™ se:
V(U (UF) = 0. (1.50)

O 7—campo caracteristico é dito linearmente degenerado se é para todo U € R™.

Definicao 1.15. Um ¢-campo caracteristico é chamado genuinamente nao linear em
U* € R™ se:

O i—campo caracteristico é dito genuinamente nao linear se é para todo U € R™.

O plano de fase é o espago de vetores U = (uy, U, ..., uy,) € R™. Observar que os
campos caracteristicos para um sistema linear hiperboélico com coeficientes constantes sao

linearmente degenerados.

Agora podemos clasificar os autovalores do sistema (1.8), vemos que:

2
VMO (U)=0 e, VX(U)ry(U) = —ﬁ #0 paratodo U €R? (1.52)
0

entao, o 1-campo caracteristico ¢ linearmente degenerado, enquanto o 2-campo caracte-

ristico é genuinamente nao linear.

Teorema 1.16. Se todos os autovalores de f’ do sistema (1.7) s@o genuinamente nao
lineares ou linearmente degenerados, entao, existe n > 0 tal que o problema de Riemann

(1.9) tem solugado para todo dado inicial (U, U,.) com | U, — U, |< 7.
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Pode-se encontrar a demonstragao do Teorema 1.16 em [28].

Para resolver o problema de Riemann (1.9) no caso da fungao de fluxo f nao ser
linear, primeiro estudamos a parte da solucao associado a um autovalor. Existem dife-
rentes possibilidades. Se o autovalor )\, é linearmente degenerado, entao a condicao de
Rankine-Hugoniot é satisfeita, este tipo de descontinuidade é chamada descontinuidade

de contato. Se \; é um autovalor genuinamente nao linear, tem-se duas possibilidades:

Me(Up) < \e(Uy) ou (1.53a)

/\k(Ul) > )\k(Ur) (153b)

Nos casos (1.53a) e (1.53b) as solugoes recebem os nomes de onda de rarefagao e onda

de choque respectivamente.

1.4.2 Ondas de Choque

Nesta segdo descreveremos as solugoes do Problema de Riemann (1.9) conhecidas

como ondas de choque.

Seguindo [17], [29], [6]; dado um estado fixo u* € R™, consideraremos a curva de

estados u que podem ser ligados pela direita a u* pelo um i—choque. Definimos:
1
A(9) = / Df(0u+(1—0)u*)do 6 cR™ (1.54)
0

Como u € H;(u*) tem-se:
s(u—u*) = A0)(u — u”), (1.55)

isto ¢, (u — u*) é um autovetor pela direita da matriz A(u,u*, ). Entao obtemos, [19]:
[;(0)(u —u*) =0, paratodo j#1i, (1.56)

onde [; (j = 1,...,m) s@o os autovetores pela esquerda da matriz A(f) e além disso
s = M\(0) autovalor respectivo. Entdo o sistema (1.56) oferece um sistema linear de

m — 1 equagdes com m variaveis (as componentes do vetor u € R™).

Seguindo [19], resolvemos o sistema linear (1.56) aplicando adequadamente o teorema
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da func¢ao implicita e obtemos a curva:

Orp(o) = u+ p(o)rg(Pr(o)) paratodo k=1,...m;
w(0) = 0, (1.57)
w(0) = 1,

e para valores proximos de zero de o definimos a i-curva de choque passando através

do estado fixo u* como:

Si(u*)(0) = By (). (1.58)

Observe que a curva Si(u*) passa pelo ponto u* e é tangente ao autovetor ri. Além disso,

em [19] prova-se que H(u*) ¢ a unido das curvas Si(u*) k = 1,2,...,m.

Com isso, seguindo [18], [14] temos a seguinte definigdo que ¢ a versao do caso escalar

para sistemas.

Definigao 1.17 (Choque admissivel). Seja A; um i-campo caracteristico genuinamente
nao linear. Um choque (U, U,, s) é dito admissivel no sentido de Lax se os estados U, e
U, satisfazen a condi¢ao de Rankine Hugoniot segundo a Definicao 1.6 e a condi¢ao de

entropia de Lax da Definicao 1.11.

Equivalentemente, deve-se cumprir U, € S;(U;) e a condi¢ao de entropia de Lax da
Definicao 1.11, [19]. O conjunto de estados U que sao admissiveis com U; serdao denotados

como o seguinte conjunto:
S;(U) =4U € Si(w) / \(U) < s < N(Up)}- (1.59)

Isto é, um choque (U, U,,s) é admissivel se e somente se U, € S; (U;) para algum
ie{l,..,m}.

Portanto, dado um 7—campo caracteristico genuinamente nao linear tal que o estado

a direita U, € S; (U;), definimos a solu¢ao do Problema de Riemann (1.9) como:

Uz, 1) U,, z<st, (1.60)
x,t) = .
U, x> st.

A solugao (1.60) ¢ chamada i— onda de choque.

1.4.3 Ondas de Rarefacao

O Problema de Riemann (1.9) além de possuir solugoes de tipo ondas de choque,

também pode possuir solucoes conhecidas como ondas de rarefagao que estudaremos
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nesta secao.

Seguindo [6], dado um estado u* € R"™ e um indice ¢ € {1,...,m}, sendo r;(u*) o
i—ésimo autovetor da matriz jacobiana f’'(u*). A curva integral do campo vetorial r;
através do estado u* é chamado i—curva de rarefagao. Isto é obtido resolvendo o
problema de Cauchy:

dv(o)
=Tr;\v\o)),
29— ri(oo)

v(og) = u*.

(1.61)

Agora, dada R;(u*) solugao de (1.61) uma i—curva de rarefagdo para um estado fixo u*,

definimos o seguinte conjunto:
Rf(u*) = {u € R;y(u*) / \i(u) > \;(u*)}. (1.62)
Voltando ao Problema de Riemann, temos o seguinte resultado, [19].

Teorema 1.18. Suponhamos que para algum i € {1,...,m} cumpre-se:

a) O i—campo caracteristico e genuinamente nao linear.

b) u, € R (w).

Entao existe uma solugdo continua U para o problema de Riemann (1.9). Esta solugao é

chamada z-onda de rarefagao.

Demonstracao: Consideremos a seguinte notagao v(o) := R;(u;)(o) para a i-curva de
rarefagdo que pasa pelo ponto u; que é solugao de (1.61).

Sejam w;, w, € R tal que v, = v(w;) e u, = v(w,). Logo, sem perda de generalidade
podemos supor w; < w.

Da definigao da func@o de fluxo (1.48), assim de (1.49) e da hipotese (b) temos que:
filw) = Xi(o(wr) = Aiw) < Ai(ur) = Ai(v(wy)) = fi(wn), (1.63)

entao temos que f/(o) > 0 o que implica que f; é convexa. Portanto, a lei de conservagao
escalar (1.47) com fungdo de fluxo convexa f; dado por (1.48) tem uma solu¢do de onda

de rarefacao, a qual tem a forma:

wy, se x <tfl(w)
w(z,t) =< Gi(x/t), se tfl(w) <z <tfl(w,), z€R t>0 (1.64)

Wy, S€ $>tfi/(wr)
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onde G; = (f/)"!. Logo U(x,t) = v(w(z,t)) é a solugao procurada do problema de

1

Riemann (1.9) e v := R;(w) é a curva integral passando por u; soluc¢ao de (1.61).

O caso w; > w, segue-se do anterior ja que f; é concava. |
Observe que uma onda de rarefacao nao cumpre a condicao de entropia de Lax.

Por ultimo, na seguinte se¢cao descreveremos uma onda de contato.

1.4.4 Descontinuidade de Contato

Comecamos esta secao com o seguinte teorema relacionado a campos caracteristicos

linearmente degenerados [19]:

Teorema 1.19. Suponhamos que para algum i € {1,...,m} o i—campo caracteristico é

linearmente degenerado. Entao para u; € R™ cumpre-se:

a) Ri(u) = Si(w).

b) Ai(u) = X\;(w;) para todo u € S;(u).

Demonstracao: Seja v(o) := R;(u;)(0) a curva integral através de u; solugao de (1.61),

entao existe w; € R tal que w; = v(w;). Definamos:

entao, como o i—campo caracteristico é linearmente degenerado, obtemos:
g'(0) = VAi(v(0))v' (o) = VAi(v(0))ri(v(o)) = 0,

entdo g é constante ao longo de v(o). Entao, para todo u € S;(u;) = R;(u;) tem-se

u = v(w) para algum w € R e do anterior temos que:
g(w) =g(wy), eassim \(u)=\(w) paratodo u€ S;(u).

|
Agora, seja \; um i—campo linearmente degenerado e um choque (U,,U,s) tal que

U, € S;(U;). Entao, para o Problema de Riemann (1.9) temos a seguinte solugao:

Up, o <st,
U(x,t):{ r=e (1.65)
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do Teorema 1.19 temos s = \;(U;) = N\i(U,). A retax = st é chamada i—descontinuidade

de contato.

Agora vamos a encontrar a solugdo do problema de Riemann para o exemplo (1.8).
Ja vimos em (1.52) que \; é um 1—campo caracteristico linearmente degenerado e Ay é
um 2—campo genuinamente nao linear. Vamos analisar cada caso:
Como A; é linearmente degenerado, entao temos uma descontinuidade de contato dado

por:

U, =<0,
Uz, t) = { . ’ . (1.66)
, X Z )

Agora vamos analisar Ao, ji que é genuinamente nao linear entdao pode ocorrer uma onda
de rarefacao ou uma onda de choque. Dado um estado fixo U, € R™, para que aconteca
choque deve-se cumprir (1.18) ou (1.19), isto é, U, € H,(U,) ou U, € Hy(U;). Além disso,
para que \p possa gerar um choque admissivel, tem-se que cumprir a condi¢ao de entropia

de Lax da Definicao 1.11.

2 L temos que
" (0, + 0o)2 d

Xo(U,) > 0 = s1 0 que é uma contradigdo. Portanto, U, ¢ Hy(U)).

e Se U, € Hi(U,), entao U, = ( > e desde que \y(U,) =

07" . 00
e Se U, € Hy(U;) temos que U, = e assim A\(U,) = Logo, para

m (0, +6p)*
obter uma onda de choque devemos ter: \y(U,.) < A2(U;) o que implica 6, > 6.

Logo, com a condicao 0, > 0, e s := sy = 0.+ 05{291 ) obtemos:
MoU) = —2 oo %\, (1.67)
(61 + 00)? (0, + 00)?
além disso:
M (U) =0< s, (1.68)

isto ¢, (1.67) e (1.68) mostram que se U, € Hy(U;) e 6, > 6, temos que se cumpre a

condicao de entropia de Lax, portanto, ¢ um choque admissivel e a onda de choque é:

Uty = U # =52 (1.69)
’ U, x> so. ‘

No caso contrario, isto é, se 0, < 6;, teriamos uma onda de rarefagao.
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2 ESQUEMA DE DIFERENCAS
FINITAS

Infelizmente nao é possivel resolver de forma analitica qualquer equacao hiperbélica
nao linear, mas existem métodos numéricos como Elementos Finitos ou Diferencas Finitas
que nos permitem encontrar uma aproximacao da solugao exata. NoOs estudaremos o
método de Diferencas Finitas por ser mais comum. O método sera aplicado a um problema
unidimensional, neste caso o método de Elementos Finitos nao mostra nenhuma vantagem

em relagao ao método de Diferencas Finitas.

Neste capitulo veremos brevemente trés importantes conceitos no esquema de diferen-
cas finitas: consisténcia, convergéncia e estabilidade. No final do capitulo apresentaremos
sem demostracao o teorema de equivaléncia de Lax-Richtmayer que relaciona estes con-

ceitos.

Do Capitulo 1 sabemos que nossa regiao de estudo é um retangulo R = Q x [0, 7]
contida no semiplano superior R x R*. Seja Q = [zg,zy]| C R e seja (z,t) € R onde z
denota a variavel espacial e t a variavel temporal. Subdividimos os intervalos [z, zp/] €
[0,7] em M e N subintervalos de comprimentos h = Az = (zp —xo)/M e k = At =T/N

respectivamente, formando-se assim uma malha na regiao R como mostra a Figura 2.1.

tA
T
Un-l—l
tn+l UL
k
2 Un-l—%
tn+% m
k
2 n
tn Un,
h h b, -
:CO :L‘m—l xm xm_’_l .o _’EM €T

Figura 2.1: Representacao da malha do esquema de diferengas finitas.
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Seguindo [30], denotaremos os pontos da malha como (2, t,,) = (xo+hm, nk). Entao,

o valor de uma fun¢ao v num ponto da malha (z,,t,) serda denotado por u?, = u(Zy,, t,).

Descreveremos brevemente o esquema de diferencas para a seguinte equagao:

0 02

a—?(w,t) - a—;;(x,t) —1, € [zo,zu], t €[0,T]. (2.1)
O esquema para (2.1) sera descrito com maior detalhe no Capitulo 4, mas por enquanto,
para enxergar melhor o método de diferengas finitas a equacao (2.1) sera nosso modelo a

trabalhar.

A idéia basica do método é substituir as derivadas espaciais pelas suas aproximagoes
em diferencas finitas, as quais podem ser feitas de muitas maneiras. Neste trabalho
utilizamos o método implicito de Crank—Nicolson, o qual estabelece que as derivadas
espaciais no ponto (Zm,t, %) ¢ a média das derivadas espaciais nos pontos (x,,,t,) e

(T, te1), isto é:

@( o) e uptl — 20t L — 2t ol (2.2)
G2 T ) 22 2h? ' '

A derivada temporal serd aproximada mediante diferenca central com passo de compri-

mento k/2, isto é:

ou utt —

E(xm7tn+%) ~ % (2.3)
Substituindo (2.2) e (2.3) em (2.1) e considerando ja inclusas as condigbes de fronteira,

obtemos o seguinte esquema de diferencas finitas:
BlUn+1 == BoUn+Fn, (24)

onde as matrizes By, B e o vetor F" serao dadas em detalhe no Capitulo 4. Além disso,

a matriz B; ¢ diagonal dominante e portanto é invertivel, [7].

Aqui definimos os vetores:

Ur={U"/me Jo} e u"={u/me Jg}, (2.5)

7

onde U™ é a solu¢ao do esquema (2.5) em cada passo de tempo “ n 7 e J, representa
o conjunto de indices dos pontos u(z,,t,) em Q que sd@o desconhecidos. Isto é, se as
condigbes de fronteira em xy e xps sdo tipo Dirichlet entdo Jo = {1,2,..., M — 1}, se as

condigoes de fronteira sao tipo Neuman em xy e ) entdo Jo = {0,1,..., M }.

7

Se espera que em cada passo de tempo “ n 7 o vetor U™ seja uma boa aproximagcao
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do vetor u™ onde u representa solucao exata da equagao (2.1), isto é:
Ul =u" <= U} =~u, paratodo m € Jg. (2.6)

Portanto, para comparar os valores U’ com os valores reais da solu¢ao u', = u(Zy,, t,)
do problema (2.1) em cada instante de tempo “ n ”, seguindo [20] e [23], faremos uso da

norma em I, isto é:

%
U™ —u™ |l2= {h > IUZ—U%IQ} : (2.7)

meJo

Na segao seguinte, estudaremos brevemente os trés conceitos importantes associados a um

esquema de diferencas finitas: consisténcia, estabilidade e convergéncia.

2.1 CONSISTENCIA, ESTABILIDADE E CONVER-
GENCIA

Seguindo [23], consideremos o seguinte esquema de equagoes diferenciais parciais:

% =L(u) em Qx(0,7), (2.8a)
g(u) =go em 0y CQ, (2.8b)
u=1uy em Qx{t=0}, (2.8¢)

onde:

e O operador L depende das derivadas parcias espaciais de © mas L nao depende da

derivada temporal.
e g(u) descreve o comportamento de u na fronteira 92 o parte de ela 9Q; C 0f).
e 1y é o comportamento de u no instante inicial na regiao €2, isto é, em t = 0.
O esquema de diferengas finitas associado a (2.8) é dado por:
BU™ = ByU™ + F™, (2.9)

onde as matrizes By e By nao dependem de n pois por hipétese, o operador L nao depende

do tempo. As matrizes By e B; podem depender dos pontos da malha onde sao aplicadas.
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O vetor F™ é chamado termo livre e pode depender do espago e tempo.

Para o esquema (2.9) suponhamos que a matriz By é invertivel, logo:
U™ = By BoU™ + F™. (2.10)

Além disso, supomos que a matriz By é bem condicionada, isto é, existe uma constante
K > 0 tal que:
| B ]| < KAt (2.11)

para qualquer norma matricial || . ||.

Definigao 2.1. O Erro de Truncamento é definido como:
T" = Byt — (Bou™ + F™), (2.12)

onde u é uma solucdo exata do problema (2.8).

O erro de truncamento ¢ uma medida de como a equagao em diferencas aproxima a

equagao diferencial parcial localmente [20].

Um esquema numérico é dito ser consistente com a EDP se no limite quando h e
k tendem a zero, a equacao discretizada aproxima-se da equacao original. Em termos

matematicos a consisténcia fica do seguinte modo [23].

Defini¢ao 2.2. O esquema (2.9) ¢ dito consistente com o problema (2.8) se e somente
se:

1! =0 quando At — 0 paratodo j € Jo, (2.13)

para toda solucao u de (2.8).

Definicao 2.3. Sejam p e g os maiores inteiros tais que existe uma constante positiva C'

que satisfaz:
]T]"‘ < C(At)? + (Ax)Y] quando At — 0, Vje€ Jg, (2.14)

para toda solu¢ao u do sistema (2.8). Entao, o esquema (2.9) é dito de ordem de aproxi-

magao (p,q).

Agora, passamos a interpretar a relagao (2.6), a qual expressa o desejo de que a solugao
aproximada U™ estivesse tao proxima da solucao exata u", esta ideia é dada em termos

matematicos como segue:
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Defini¢ao 2.4. Dizemos que a solugao U™ do esquema de diferengas finitas (2.9) é con-

vergente a solugao u™ de (2.8) na norma || . || se e somente se:
| U" —u"||— 0 quando At — 0, nAt —t € (0,71, (2.15)

para todo u’ para o qual (2.8) esteja bem posto.

Observe que a consisténcia é uma condi¢ao necessaria para convergéncia, pois ela nos

diz quao bom o esquema de diferengas finitas representa a EDP original [16].

Outro conceito importante é a estabilidade, que descreve como uma perturbacao na
solucao é amplificada ao longo da simulagao. O esquema que nao amplifica muito as

perturbagoes esta em regime estédvel. Quando essas amplificagoes existem, o erro cresce

4 2

a cada passo de tempo e a solucao geralmente “ explode Como esse crescimento é
puramente relativo ao método numérico, o conceito de estabilidade esta relacionado ao
crescimento ou diminugao dos erros introduzidos nos célculos, [16]. Isto motiva a seguinte

definicao.

Definigao 2.5. Sejam V" e W™ solugoes de (2.10) com diferentes pontos iniciais V0 e
W0 e mesmo termo livre F™. Dizemos que o esquema de diferencas finitas é estavel na

norma || . || e para uma malha dada se existir uma constante K > 0 tal que:
| V=W || < K [|[VO=W||, nAt<T, (2.16)
onde a constante K nao depende de VO, W° nem de At da malha dada.

Definicao 2.6. Dizemos que o problema (2.8) est4 bem posto numa norma dada || . ||,

se para todo h suficientemente pequeno cumprem-se as seguintes condigoes:

e Existe uma solugao para todo dado u® para a qual || u || é limitado independente

de h.

e Existe uma constante K > 0 tal que para qualquer par de solucoes v e w tem-se:
[ —w" || < K[| —=w’|] t,<T. (2.17)
As defini¢oes de consisténcia, convergéncia e estabilidade foram relacionadas no se-
guinte teorema devido a Lax em 1953, [23].

Teorema 2.7 (Teorema de Equivaléncia de Lax-Richtmayer). Um esquema de diferencgas

finitas consistente para um problema evolutivo linear bem posto e uniformemente bem
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condicionado segundo (2.11), entdo a estabilidade do esquema é necesséria e suficiente

para a convergeéncia.

A demonstragdo do Teorema 2.7 pode ser encontrada em [23]. Mencionamos que
o Teorema 2.7 ¢ valido s6 para problemas lineares como ¢ o caso da EDP (2.1). Para
problemas nao lineares ndo temos um teorema que garanta a convergéncia, [31]. Porém,
baseados no Teorema 2.7 faremos nossas experiéncias numéricas no Capitulo 5 para uma
EDP nao linear. Uma aplicagdo do teorema para ao problema (2.1) sera descrita na

seguinte sec¢ao.

2.2 ANALISE DE ERRO

Nesta secao vamos estudar a analise de erro para o método de Crank—Nicolson aplicado

a equagao (2.1), para isto, primeiro temos que ver se o método é convergente.

Comecamos o estudo desenvolvendo o polinémio de Taylor em relagao ao tempo no

ponto (x,,, tn+%):

u?ﬂj_l = u($m7tn+1> = u<x7n>tn + k) = u(xmatn + g + %)7
Eooo1/R\E 1 /k\? i (2.18)
= u 4+ Eut + 5 5) Ut + 6 <§) Uttt -+
Similarmente obtemos:
ul' = (X, ty) = u(xy,, t, + g - g),
Eooo1 (kN> 1k e (2.19)
= 4Tt §<§) utt_6(2> Uy ++ :
Subtraindo (2.19) de (2.18) temos:
ou uttt — k2 nty
E(xma tn+%) ¥ T [Ut + o Lt + - } (2.20)
Agora fazemos o polindémio de Taylor em relagao a variavel z:
2 h3 h4 h5 h6
w(z+h,t) u+u+2u +6u +24u +120u ~|—720u + (2.21)
h? h? h? h? ho

u(x—h,t) = u—hu, + 5 U o Uaoe T 50 150" + g + (2.22)
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somando (2.21) e (2.22) obtemos:

h* h®

h,t) — 2u(x,t — h,t) = hiuyy + —Uprww + ——Upgwzes + - - 2.23
w(x + h,t) — 2u(z,t) + ulx ) U +12u —|—360u + (2.23)
Vamos a considerar a seguinte notagao:

S2u(z,t) = u(z + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t). (2.24)

Na relagao (2.23) aplicada no ponto (z,,,t,), desenvolvemos a parte direita o polindémio

de Taylor em relacao a t ao redor do ponto (%, t, 1 )E

Oxu(Tm, ty) h? +h4 + " + " +
U\ T,y Un = Ugg e o7 Ugzazas Tt
g 12 360 .
k B B s
k? h4 h6 W’LH'%
+ g |:h2u:c:ctt + Eu:{;xz‘xtt + %ul‘xwmxztt + - :| .

Similarmente para o ponto (z,,t,.1) desenvolvemos a parte direita de (2.23) com o po-

linomio de Taylor em relacao a ¢ ao redor do ponto (¢, 1 ):

1
At h® R
(5£U(l’m, tn+1) = |:h2umc + Euxmcx + %uxx:cm:x + - :| . +
k B & nts
B, h ho e
* 8{ teatt % T teaatt T 355 Uanaatt ]m
Logo:
1o 1 2
9 §6xu($m,tn+1) +(1-— 5 Oiu(Tm, th)
Portanto, o erro de truncamento no ponto (&, %, 1 ) &
n—|—l 8u 82u
Substituindo (2.20) e (2.27) em (2.28) obtemos:
Tm+2 = [ut = Ugy — 1]m+2 o E[(A'x>2ummxw + (At)Quttt]m+2 +ee (229)

A expresao (2.29) nos diz que o método de Crank—Nicolson é de segunda ordem em
k= At e h = Az. Além disso, observe que quando h e k tendem para zero temos que

o erro de truncamento tende para a EDP original, assim temos que o método implicito
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de Crank—Nicolson ¢é consistente com a equagao (2.1). Em [23] pode-se encontrar que
o método de Crank-Nicolson ¢é incondionalmente estavel. Entao, pelo Teorema 2.7 o

esquema (2.4) é convergente a solugao exata de (2.1).

Portanto, se mantivermos At constante, podemos fazer a analise de erro em relagao a
variacao de Az. A partir de (2.29) temos para cada Az que a solugao exata u no tempo

“t, 7, denotada por u", pode ser escrita como segue:
u" = UR, + O((Ax)?), (2.30)

onde UR, representa a solugao aproximada U™ obtida pelo esquema de diferencas finitas

de Crank-Nicolson (2.4) com comprimento de subintervalo Azx.

Considerando Az = h, h/2 e h/4 obtemos:

u" = U+ O(h?). (2.31a)
h\> 1
2
n n h’ n 1 2
u :U4Z+O(Z) :U4%+1_6(/)(h ) (231C)

Como nao conhecemos a solugao exata mas sempre é a mesma para qualquer Az, entao
subtraindo (2.31b) de (2.31a) e (2.31c) de (2.31b) obtemos:

n n 3
11Uz = Uk ll= 70(0%). (2.32a)

3
107, — U3, 1= 2002) (2.32b)

Observe que na solucao aproximada temos o dobro de pontos que em U}’ segundo

n
24
pode deduzir-se da Figura 2.2, entdo, para que (2.32a) tenha sentido consideramos os

mesmos pontos em U, 2”h e Up. O mesmo acontece para Ufh e Uth e assim sucessivamente.
2 1 2

n+1 PR
m

u7n,+1
h
2
A h I

h h
4 4 4 4

h

X
(S

u

.

Figura 2.2: Discretizacao para a anélise de erro.
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As expressoes (2.32) sao chamadas Erro Relativo e¢ denotada por Ea,. Em base
ao Erro Relativo faremos a analise de erro para o método de Crank—Nicolson, o qual é
aplicado no Capitulo 4 e Capitulo 5. A Tabela 2.1 mostra os valores do Erro Relativo

Ea, para os Azx indicados na primeira coluna.

Tabela 2.1: Erro Relativo para o método de Crank—Nicolson

Az EAx

oo —urll Som?)
25 h 4

h 3

O e N el

h 3

Loug - o)

h 3

g || Usg - U16% || %O(hz)

Do mostrado na Tabela 2.1, vemos que Eay/Enag/2 = 4, isto €, esperamos que 0 Eag/o

seja a quarta parte do erro Fa,.

Vemos que para resolver a EDP (2.8) por um esquema de diferengas finitas, obtemos
de maneira natural um sistema de equacoes a ser resolvido. Para resolver o sistema de

equagoes resultante usaremos o método de Newton descrito na segao seguinte.

2.3 METODO DE NEWTON

Consideremos o seguinte problema:
Encontrar z* € R"tal que: F(z*) =0, (2.33)

onde F': R" — R" é uma funcao nao linear.

Supondo que F € CY(D) , isto é, F ¢ uma func¢ao continuamente diferenciavel em
D. Denotamos também por Jr(z) & matriz jacobiana da func¢do F' aplicado no ponto

r = (21,29, ...,2,) € R" e 0 qual é definido como segue:

(Jp(x))i; = (8E (x)) para todo 4,7 =1,2,...,n;
81’]-

O método de Newton pode ser descrito como segue:

Algoritmo 1 (Algoritmo Método de Newton).
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Passo 1 Dar um ponto inicial xy € R", uma tolerancia tol e fazer k = 0.
Passo 2 Resolver o sistema linear: J(zg) dy = —F(zg).
Passo 3 Fazer xy 1 = x) + dj.

Passo 4 Se || dy ||< tol entdo a solugao é xy.

Caso contrario fazer k = k + 1 e voltar ao Passo (2).

Observar que em cada iteragao precisa-se a matriz jacobiana J(zy).

Teorema 2.8. Seja I : R® — R" uma funcio de clase C? num conjunto aberto e con-
vexo D C R™ que contém z*. Suponhamos que Jp(z*) exista e que além disso existem

constantes positivas R, C e L tal que :

| Jr(z) < C, (2.34)

| Jr(z) = Je(y) || < L [[z =y || paratodo z,y € B(z", R). (2.35)

Entao existe r > 0 tal que para qualquer ponto inicial xy € B(z*,r) a sequéncia gerada

pelo algoritmo (1) converge para a solugdo x* com:

s —2* || <[ oy —a* | (2.36)

Demonstragao: Afirmamos que existe r > 0 tal que Jgr(xo) é invertivel. De fato, para

qualquer zg € B(z*, R) temos das hipoteses que:

| 1= T (@ Tp(x0)) | | T5' (@) (I (2%) = Tp(@0)) I
< T @) I Trar) = Jr(@o) ], (2.37)

< CL||a* =0 || .

Seguindo [27], mostraremos que o raio espectral da matriz || I — Jz'(z*)Jp(z0) || seja
menor que 1, onde:
p(P) = inf(| P ).

}, obtendo para qualquer xy € B(z*,7):

, 1
Em (2.37) escolhemos r = min{R, Yeli

p(I = T (@*) Jp(w0)) <I[ T = Jp' (%) Jp (o) || < (2.38)

N | —
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Entdo a matriz I — (I — Jz*(2*)Jp(w0)) = Jo*(2%)Jp(x0) é invertivel, além disso:

< = -
07— 77 @) r(ao) |

I (5" (@) Jp(w0)) " | (2.39)

Assim, existe r = ZC’LL > 0 tal que para qualquer zy € B(z*,r) temos que Jp(xg) é

invertivel.
Provaremos que para qualquer zy € B(z*,r) temos que a sequéncia gerada pelo Algoritmo
1 converge a x*.

Entao de (2.38) conclui-se:

-1/, %
1z (@) g

1— || I — JJ;I(*T*)JF(JX)) || <2 || ‘]1;1(1'*) || < 2C. (240)

Como J'(z9) = Jp' (w0) Jp(2*)Jz' (z*), entdo de (2.39) e (2.40) obtemos:

_1 | g (@) |]
| Jp (o) || < 1= [T = J= @) e (o) | < 2C. (2.41)

Desenvolvendo o polinomio de Taylor ao redor de zy, [21], temos que:
F(x*) = F(xo) + Jp(xo) (2 — x0) + r(2* — 2), (2.42)

onde r(z* — z°) é o resto que cumpre:

i =
e Tt =20 P

= 0. (2.43)
De (2.43) e como F(z*) = 0, obtemos:

< @ — Jgt (o) — 2% + g (o) F(*) |,
< || gt (o) || Fzo) — F(a*) + Jp (o) (o — 2*) |, (2.44)
< CL ||zg—2a*|]*.

|21 —a* ||

Portanto, (2.44) prova (2.36) para k = 0. Além disso, como zy € B(z*,7) podemos
concluir de (2.44) que z; € B(x*,r).
Assumindo que o teorema é valido para k e provando de um modo similar para k£ + 1

conclui-se a demonstragao. [ |

Do Teorema 2.8 podemos deduzir que uma caracteristica pela qual o método de New-
ton nao é maravilhoso, é porque tem o problema de que a vizinhanga onde o método

converge ¢ pequena.

No seguinte capitulo apresentaremos uma variagao do método de Newton para resolver

um sistema de equagoes nao lineares. Outras modificagoes podem ser vistas em [27].
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3 PROBLEMA DE
COMPLEMENTARIDADE NAO
LINEAR

Uma grande variedade de problemas que aparecem em muitos campos da ciéncia,
como por exemplo, Economia, Teoria de Jogos, Programacao Matematica, Mecéanica,
Teoria da Elasticidade, Engenharia, Fisica, podem ser formulados como Problemas de
Complementaridade (PC) [15]. O estudo de resolver numéricamente os PC tem muitos
enfoques e entre os mais comuns temos o uso de fun¢oes de mérito ou ver o PC como
um sistema de equagoes ndo lineares. Neste tltimo sentido, é desenvolvido em [24] o
Algoritmo de Dire¢goes Admissiveis para Problemas de Complementaridade Nao Linear

(FDA-NCP), o qual é uma modifa¢do do método de Newton feito no capitulo anterior.

O objetivo principal deste capitulo é descrever o algoritmo FDA-NCP, o qual gera
uma sequéncia de pontos que cumprem duas condi¢oes: uma condigao de viabilidade
e uma condi¢ao de decrescimento para uma funcao potencial associada ao problema de
complementaridade. Além disso se apresentam os teoremas que garantem a convergéncia

do algoritmo.

No Capitulo 4 e Capitulo 5 serao estudados dois modelos de equacoes em derivadas
parciais de tipo parabdlico, os quais podem ser tratados como problemas de complemen-
taridade linear e nao linear respectivamente, portanto, sera possivel aplicar o algoritmo

FDA-NCP apresentado neste capitulo.

3.1 CONCEITOS BASICOS

Nesta secao apresentamos as definigoes que ajudarao um melhor entendimento do

algoritmo FDA-NCP.

Definicao 3.1. Seja F' : D C R — R" uma fungao vetorial. O Problema de comple-
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mentaridade é:

Encontrar x € R™ tal que:

(3.1)
x>0, F(x)>0, e xzeF(xr)=0

onde x > 0 <= z; > 0 paratodo 1 <i<n, F(z) >0« Fi(zr) >0paratodo 1 <i<n
x1 Fi(x)
cxelF(x)= : é o produto de Hadamard.

Quando F' ¢é uma fungdo afim F(z) = Az +b, A € R e b € R", temos um
Problema de Complementaridade Linear (PCL), caso contréario temos um Problema de
Complementaridade Nao Linear (PCN).

Vamos definir o conjunto de pontos viéveis para o problema (3.1) e solugao nao degenerada.

Definicao 3.2. Seja 2 C R”. Chamaremos de conjunto de pontos viaveis do problema

de complementaridade dado por F' o seguinte conjunto:
Q:={xeR" /x>0, F(x) > 0}. (3.2)

Definigao 3.3. Se =z € Q e verifica as seguintes condi¢oes * > 0 e F(z) > 0, entao
diremos que este ponto é estritamente vidvel para o problema de complementaridade. E

denotaremos o conjunto dos pontos estritamente vidveis por Q°.

Defini¢ao 3.4. Uma solugao de (3.1) ¢é dita solugao degenerada se para algum indice i,
z;=0e F(z)=0.

Defini¢ao 3.5. Uma solugao de (3.1) é dita solu¢ao nao degenerada se para todo indice

3.2 ALGORITMO DE PONTO INTERIOR VIAVEL
PARA NCP

Nesta se¢ao apresentaremos um algoritmo de ponto interior para o problema de com-
plementaridade (3.1). Este algoritmo gera uma sequéncia de pontos que satisfaz as de-

sigualdades do problema de complementaridade (3.1). A idéia do algoritmo é resolver



46

dentro da regiao 2 C R" o seguinte sistema de equacoes:

x1Fy(2)
H(z) =1z F(z) = xﬁiz(l‘) = 0. (3.3)

Para esta finalidade, utilizaremos o método de Newton para construir uma sequéncia de
“ pontos vidveis 7, a qual convergira para a solucao do problema de complementaridade
(3.1).

E claro que toda solucéo do problema de complementaridade (3.1) é solugdo do sistema
de equagoes (3.3) mas nao podemos afirmar o contrario. Por outro lado, se restringirmos a
solugao do sistema (3.3) na regiao de pontos viaveis Q = {xr e R" /2 >0 e F(x) >0}
podemos afirmar que uma solucao deste sistema em {2 é uma solugao do problema de
complementaridade (3.1). Assim, temos que desenvolver um algoritmo que gere uma
sequéncia de pontos em ) e que converge para a solu¢ao do sistema (3.3), e portanto

convergird para uma solugdo do problema de complementaridade (3.1).

Para gerar esta sequéncia utilizaremos uma iteragdo de Newton no sistema (3.3) mas
veremos que isso nao seréd suficiente para garantir que a sequéncia gerada esta contida
em (). Antes de comecarmos a construcao do algoritmo veremos algumas notagoes que
auxiliarao no decorrer do texto.

O gradiente de H(z) em (3.3) é dado por:
V H(z) = Dp(y) + D, VF(x), (3.4)
onde Dp(,) e D, sao matrizes diagonais:
[Drw)laiy = Fi(x), [Di]uy) =i paratodo i=1,2,..,n;

e a matriz jacobiana de F(z) é:

VFP(z)=| o T2 Tn
OF,(z) OF,(z)  0F,(z)

X T2 T,
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Observar que a i—ésima linha de VH (z) é definida por:
VH;(x) = F(x)e; + x; VFy(x), (3.5)

onde e; ¢ um vetor linha com 1 na i—ésima coordenada e VF'(x) é um vetor linha.
Portanto, dado um ponto z* em  que nao seja solucao de (3.3), pela iteracao de Newton
em H(xz) =0 temos:

VH(2*)d¥ = —H(aF). (3.6)

Supondo que VH (z¥) ¢ ndo singular, entao o sistema (3.6) estd bem definido em x*.

Entdo, se para algum indice i € {1,2,...,n} ocorrer H(z*) = 0 sem que seja solucio de
(3.1), teremos a seguinte situagao:

Seja a i—ésima linha do sistema (3.6) onde ocorre H;(z*) = 0, isto é:
(Fi(a")e; + 2{VFi(a"))dy = 0,

e pela nao singularidade da matriz V H (z*) temos duas possibilidades:

1. 2% =0 e F;(z*) > 0, isso implica que df ¢ tangente a restri¢ao x; > 0.
2. Fy(z*) =0 e 2F > 0, isso implica que d¥ é tangente a restricio Fj(x) > 0.
E em ambos os casos nao temos garantido a viabilidade da diregao df em €.

A proposicao abaixo nos fornece as condi¢bes para que uma direcdo d € R"™ tem que

satisfazer para ser uma diregao viavel em ).

Proposigao 3.6. Seja d € R" e x € (). Se a diregao d satisfaz as condigoes:

1. d; > 0 para todo indice 7 tal que x; = 0.
2. VF;(x)d > 0 para todo indice i tal que F;(z) = 0. entdo d ¢ uma dire¢ao viavel no

ponto x.

Portanto, usaremos uma dire¢ao de restauragao, para compor junto com a direcao d

de Newton uma nova diregao d que seja viavel em (). Para isso tome o seguinte sistema:
VH(z")d: = p"E, (3.7)

onde o vetor £ € R" ¢ composto por 1's e um parametro p* > 0. Entao para todo ponto
z¥ € Q que nao seja solugao de (3.1) mas que para algum ndice i temos que H;(z*) = 0

segue que:
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1. z; =0 e Fj(2¥) > 0 isso implica que d§ > 0.

2. Fy(z%) =0 e zF = 0 isso implica que VF;(z*)d5 > 0.

Assim a direcio d¥ ¢ uma direcio de restauragao para (2 pela Proposicao 3.6. Portanto,
a seguinte combinacao linear d = d¥ + d%, com p;, > 0 faz com que a direcao d* seja uma

direcao viavel em €2 como podemos ver na Figura 3.1.

Solugao

Figura 3.1: Representacao das diregoes

(")

onde py > 0, ¢p(x*) = (") F(2*) e B € [1,2]. Observe

que p* > 0 para todo ¥ € O C R” que nao seja solucao do problema de complementa-

Vamos definir p* = p,
ridade. Desta forma vamos calcular a direcao de busca d* resolvendo o seguinte sistema:

VH(2*)d" = —H(2*) + p*E, (3.8)
em cada iteraciio. Veremos agora que a direcao d* tem a propriedade de ser viavel em )
e de ser uma direcao de descida para a seguinte fungao potencial:

o(z) = 27 F(x). (3.9)

Proposigao 3.7 (Viavilidade da diregdo). Sejam z* € Q tal que ¢(z*) > 0 e VH(z")
seja nao singular, entdo temos que a direcao d* obtida pela resolucio do sistema (3.8) é

vidvel em ).

Proposigao 3.8 (Direcio de descida). Em todo ponto z* € € tal que ¢(2*) > 0, a

diregao d* obtida pela resolugao do sistema (3.8) ¢ uma diregao de descida para ¢(z") se

po d(xh)7~1 < 1.

Da Proposigao 3.7 e da Proposicao 3.8 temos que a direcao d* solucao do sistema (3.8)
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é viavel e de descida para o problema de complementaridade (3.1) desde que tenhamos

V H (z*) nao singular e py ¢(2*)?~! < 1 para todo 2* € Q.

3.3 DESCRICAO DO ALGORITMO FDA-NCP

O presente algoritmo produzira uma sequéncia de pontos interiores a regiao 1 que
converge a uma solucao do problema de complementaridade mediante a resolucao de um
sistema linear e uma busca linear nas restrigdes x > 0, F\(z) > 0 e na funcdo poten-
cial ¢(x). A busca que iremos utilizar é a de Armijo. Vamos considerar os seguintes

parametros:

Algoritmo 2 (Algoritmo FDA-NCP).

Passo 1 Dados de entrada: ¢,e > 0, po,n,v € (0,1), 5 € (1,2].

Dados inciais: 2° € Q estritamente viavel tal que ¢(2°) < ce k = 0.

Passo 2 Direcao de busca.
Resolva o sistema
[diag(F(z%)) + diag(z")V F(2*)] d* = —2* @ F(2") + p*E,

1]

onde pF = p° {
n

Passo 3 Busca linear. Define-se o tamanho do passo t* como sendo o primeiro valor

da sequéncia {1,v, 1% -} satisfazendo:
(a) xF + thd* > 0,
(b) F(a* 4 tkd*) > 0,
() o(z*) + NV (a*)'d" > ¢(z* + t*d").
Passo 4 Atualizagao dos dados:

aFt =k thdk e, k=K + 1.

Passo 5 Critério de parada:
Se ¢(xF1) < ¢, entdo PARAR.

Caso contrario volve ao passo 1.
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Neste algoritmo podemos destacar dois pontos importantes. Primeiro é o célculo da
diregao de busca e o segundo é a busca linear. No Passo 1 determinamos a dire¢cao de
busca d* por meio da resolucao de um sistema linear. Este sistema fornece uma direcao
d* que é uma combinacao da direcao de Newton d¥ e da direcao de restauracio d5, logo
d* tem a propriedade de ser uma direcao de descida da funcao potencial ¢(x*) e viavel na
regido (2 segundo a Proposigao 3.7 e Proposigao 3.8, que foram mostrados em [24] e na
qual podem-se encontrar outros modos mais aprofundados de como resolver o problema

de complementaridade (3.1).

3.4 CONVERGENCIA GLOBAL DO FDA-NCP

Nesta secao apresentamos resultados tedricos sobre a convergéncia global do algoritmo
FDA-NCP a uma solugao do problema de complementaridade (3.1).
Mostraremos que o algoritmo FDA-NCP gera uma sequéncia de pontos {z*} C € a partir
de um ponto estritamente viavel, e a cada iteragao tem-se que o valor da funcao potencial
¢(x*) vai diminuindo. Para tal, o algoritmo produzird uma direcdo de busca d* que tem

as propiedades de ser uma dire¢ao viavel em €2 e de descida para a func¢ao potencial ¢(x).

Assumiremos condigoes classicas para a fungao F'(x), a matriz VH(z) e o conjunto

de pontos viaveis (2.

Suposicao 3.9. O conjunto
Qe={zeQ/oéx) <c},

é compacto e possui interior QY = (), tal que para cada x € Q2 satisfaz x > 0 e F(z) > 0

!
e além disso podemos escolher py = —5o7 com € (0,1).
c

Suposigao 3.10. A funcdo F'(z) é continuamente diferenciavel e VF(x) satisfaz a con-
di¢ao de Lipschitz:
| VE(y) = VF(z) [[< v [ly -],

para qualquer z,y € ()., onde 7y é uma constante positiva.
Suposigao 3.11. A matriz VH(z) é nao singular para todo = € (., ou seja, existe
(VH(z))™! para todo x € ., onde H(x) ¢ dado por
I F1 ([E)
H(x) = :
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A suposicao 3.9 garante a existéncia de pontos estritamente viaveis em €).. Da supo-
sicao 3.11 temos que as componentes de x e F(x) ndo se anulam simultaneamente para

nenhum x € €).. Temos também que o sistema de equagoes do algoritmo
VH(z")d" = —H(2") + p*E,

possui solucao tnica, logo a direcao d* estd bem definida.

—1 sao aplicoes

Como VF(z) é continua, segue que tanto VH(z) quanto (VH(x))
continuas e limitadas em Q.. Ou seja, existem constantes positivas kg e k tal que ||

VH(z) [|[< ko e || (VH(z))™! ||[< k para todo x € Q..

Em [24] mostram-se os seguintes resultados que provam que a dire¢ao de busca gerada
pelo algoritmo FDA-NCP é: limitada, direcao de descida e constitui um campo uniforme

de diregoes viaveis.

Lema 3.12. A direcdo de busca d* ¢ uma direcao de descida para ¢(a*) para qualquer
zk € Q, tal que H(z%) # 0.

Lema 3.13. A sequéncia d* gerada pelo algoritmo FDA-NCP, consiste em um campo

uniforme de diregoes viaveis do problema de complementaridade em (2.

Agora, podemos enunciar o teorema que garante a convergéncia global do algoritmo

a uma solucao do problema de complementaridade.

Teorema 3.14. Dado um ponto inicial estritamente viavel, 2° € Q,, existe uma sub-
sequéncia de {2*} gerada pelo Algoritmo FDA-NCP que converge para z*, solugiao do

problema de complementaridade (3.1).
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4 DIFUSAO DO OXIGENIO NUM
TECIDO

4.1 MODELAGEM DO PROBLEMA FISICO

O problema de difusao de oxigénio aparece em muitas aplicagoes como no tratamento
do cancer, onde as células cancerigenas absorvem uma maior quantidade de oxigénio em
relagdo as células normais [4]. A presenga de oxigénio favorece a absor¢ao da radiagao
no tecido, entao, uma primeira fase do problema consiste em injetar oxigénio até que
o tecido atinja sua maior concentragao possivel (estado estacionario), isto €, nao existe
transferéncia de oxigénio dentro do tecido, como na Figura 4.1a. Aqui nés estudamos um
caso particular unidimensional envolvendo difusao de oxigénio que possui uma fronteira
moével. Por simplicidade é permitido o oxigénio difundir-se dentro de um meio o qual
absorve e imobiliza oxigénio a razao constante. A concentragao de oxigénio na superficie

do meio é mantida constante e a fronteira mével indica o limite de penetracao do oxigénio,

[10].

(a) Injegao de oxigénio até o estado es- (b) Descri¢ao da fronteira movel

tacionario

Figura 4.1: Esquema da difusao do oxigénio num tecido. A primeira etapa é represen-
tada na esquerda, o oxigénio ingressa até atingir o equilibrio. Na segunda
fase, a direita, o tecido é isolado e o oxigénio comeca a difundirse e é absor-
vido pelo meio gerando a fronteira moével.
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Na segunda fase, a superficie do meio ¢é selada de modo que nao passa mais oxigénio
dentro ou fora. O meio continua absorvendo o oxigénio disponivel presente nele e, como
consequéncia, a fronteira limitada pelo estado estacionério comeca a retroceder até a
superficie selada, como na Figura 4.1b. O maior problema é determinar a posi¢ao da
fronteira e a distribugao do oxigénio como fungao do tempo. Um segundo problema é
associado com as técnicas numéricas que tratam as descontinuidades na derivada das

condigoes de fronteira, os quais resultam na vedagao abrupta da superficie exterior, [13].

Denotamos por C'(X,T') a concentragao do oxigénio livre a ser difundido a uma dis-
tancia X da superficie do meio no instante de tempo 7. D é uma constante de difusao, r
é a razao de consumo de oxigénio pela unidade de volume do meio (é assumido constante

para C'(X,T) > 0). O estado estacionario ¢ definido pela solugao de:

d*C

onde C' satisfaz as condigoes:

oC

C=ax =

0, para Xy<JX,

onde X, corresponde a penetragao do oxigénio mais estendida, e na superficie exterior

C = Cy = constante, para X = 0. A solugao procurada é facilmente calculada, isto é:

_L _ 2 . QDCO
C= 55X = X0)?, Xo =1/ —. (4.2)

Depois que a superficie em X = 0 foi selada, a posicao do retrocesso da fronteira é

denotada por Xy(T") e o problema a ser resolvido torna-se:

oc  9%C
- = — < < .
m=Dam - 0SX<X, (4.3)
oC
- = = > .
oy =0 X=0T2>0 (4.4)
oC
= —-— = > .
O=52=0  X=X(I),T>0, (4.5)
C:%(X—XO)Q, 0<X <X, T=0, (4.6)

onde T'= 0 é o momento quando a superficie é selada. Fazendo a mudanca de variaveis:

X D C

- == —
T Xy X2 T gy

(4.7)

e denotando por s(t) o valor de x correspondente a Xy(7T), o sistema acima é reduzido a
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seguinte forma nao dimensional:

dc %
—_ = — <z< .
5% = 9 L, 0<x<s(), (4.8)
dc
— = > .
5. =0 w=0,t>0, (4.9)
dc
= — = = > .
c=5 0, z=s(t),t>0, (4.10)
c—%(l—x)Q, 0<r<1,t=0, (4.11)

onde ¢ é a concentragao do oxigénio.

Em [2], o sistema (4.8)-(4.11) é transformado num problema variacional, dado por:

0 0?
a—j—a—xiﬂzo, ¢ >0, (4.12)
junto a igualdade:
de 0%
(a—t—@—%l)c: . (4.13)

A desigualdade (4.12) ¢ satisfeita pela igualdade em (4.8) dentro da regido 0 < x < s(t).
Quando s(t) < o <1, por (4.10) temos que ¢ = 0 e assim (4.12) é equivalente a 1 > 0. A
desigualdade ¢ > 0 se segue de (4.11). A igualdade (4.13) é valida porque para qualquer

x € [0, 1] onde um dos fatores se anula.

4.2 DESCRICAO DOS ESQUEMAS NUMERICOS

Nesta se¢ao descreveremos com detalhe o esquema de diferengas finitas para o modelo
de Difusao de Oxigénio num tecido para os métodos de FDA-NCP e de Crank—Nicolson,
para isto utilizaremos a malha descrita no Capitulo 2 e ter em conta que nos pontos da

fronteira xg e x); temos as seguintes condigoes:

dc dc
%(.To,t) = a—x(x]\/],t) =0.

Quando trabalhamos com condic¢oes de fronteira tipo Neumann, para esses pontos g e

xp empregamos pontos fantasmas x_; e x3/41 como mostra a Figura 4.2.

I I I I I I |
-1 o X1 Tm IM-1 v TMH1

Figura 4.2: Discretizacao Espacial pelo método de Ghost Point
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Aproximando as condigoes de fronteira com derivadas em diferenca central, tem-se:

0 —c
a—;(l’o,t) = % =0 =cq1=nc, (414)

Oc c —Cpe
%(‘%M,t) = % =0 =cy_1= CM+1- (415)

4.2.1 Aplicando FDA-NCP

Para aplicar o algoritmo de complementaridade FDA-NCP, das relagoes (4.12) e (4.13)

reconhecemos nosso operador discreto como F(c"*!), sendo:

F(en) — el — B it — 2emtt 4 it O — 20, 1 (4.16)
At 2 Az? 2 Az? ’ ’

jé que no tempo ¢, conhecemos a solugdo. Substituindo (4.16) na equagao (4.12) obtemos:

—pcpy + 2 2t = nepth > e+ (2= 2p)ep, + pep gy — 2k (417)

k
onde k = At,h=Ax e u= 7 A expresao (4.17) é valida para todo m =0, ..., M.
Nos pontos de fronteira z( e x,, temos que:

Para m = 0, substituimos (4.14) em (4.17):
2(1 4 p)ey™ —2uci ™ > 2(1 — p)eh + 2uct — 2k. (4.18)
Para m = M, substituimos (4.15) em (4.17):
—2uci 201 4 )it > 2uch, 4 2(1 — p)chy — 2k (4.19)

Entao, juntando as expressoes (4.17) valido para m = 1,2,.... M — 1; (4.18) e (4.19)

obtemos o seguinte sistema matricial:

F(C™1) = AC™ — BC" + 2K > 0, (4.20)

onde os vetores: K = (k,k,....k)t, C" = (cptt it cifh)t € RM*L ¢ as matrizes
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A, B € RM+DX(M+1) g5 dadas por:

214 p)  —2u 0 0 0 - 0 0 0
—u 204 —p 0 0
0 - 2(1+ p) — [ 0 0
0 0 — 21 4+p) —p 0
A= 0 0
0 0
0 —p 2(L+p)  —p
0 0 0 0 0 -~ 0  —=2u 2(1+np)
(4.21)
21 —p)  2u 0 0 0 0 0 0
I 2(1—p) 1 0 0 0
0 i 2(1 —p) 1 0 0
0 0 I 20 —p) p 0
B= 0 0
0 0
0 po2(1—p) I
0 0 0 0 0 -~ 0 —2u  2014p)
(4.22)

Agora, das equagoes (4.12), (4.13) temos que:
C"' >0 e F(C")eC™" ! =0,

que juntas a equagao (4.20) formam um Problema de Complementaridade que pode ser

resolvido pelo algoritmo FDA-NCP desenvolvido no Capitulo 3.

O Algoritmo 3 descreve brevemente o método FDA-NCP e sera implementado no

Matlab, os resultados obtidos serao mostrados na Secao 4.2.3.

Algoritmo 3 (Implementagao FDA-NCP).

Passo 1 Fazern=0e N = 1/At.

Passo 2 Para obter o concentracao C™! aplicamos o método FDA-NCP descrito no
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Algoritmo 2 para resolver o problema de complementaridade:
F(C"eC" =0, C"™ >0 e F(O")=AC"™ — BC"+2K >0,
onde as matrizes A, B e o vetor K sao dadas em (4.20), (4.21) e (4.22).

Passo 3 Se n = N entao FIM. Sendo n < n + 1 e voltar ao Passo 2.

4.2.2 Aplicando Crank-Nicolson

Nesta se¢ao empregaremos o método de Crank—Nicolson para achar a solugao aproxi-
mada da equacao (4.8) junto a suas condigdes de fronteira (4.9), (4.10) e condi¢ao inicial

(4.11).
Portanto, expressamos a equacao (4.8) em sua forma discreta, isto é:

n+1 n n+l _ o n+l n+1 n _9,n n
Upy = Uy, Cm+1 2Cm + Cm—1 Cmt1 2cm + Cm—1

_ . 4.9
2 22 + e (4.23)

k
Multiplicando a equacgao (4.23) pelo fator “ 2k 7 e fazendo p = 72 obtemos:
—pep (24 2p) e — /”chz—:—ll = piCp_1 + (2 = 2p)cy, + pcy, o — 2k (4.24)

A equagao (4.24) é valida para todo m = 0,1,..., M. Nos pontos de fronteira temos que:

Para m = 0 substituimos (4.14) em (4.24) e obtemos:
(24 2u)ch ™ — 2uci ™ = (2 = 2u)c + 2uc) — 2k, (4.25)
de modo analogo para o ponto de fronteira x,s, de (4.15) em (4.24) temos:
—2uciit 4+ (24 2p) it = 2uch, | + (2 — 2u)chy, — 2k. (4.26)

A partir de (4.24) para todom = 1,2, ..., M —1, junto a (4.25) e (4.26) obtemos o seguinte

sistema matricial na variavel C"1:
AC™! = BO™ - 2K, (4.27)

sendo A, B € RM+UX(M+1) como em (4.21), (4.22) e os vetores colunas C", K € RM+!
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sao dados por:

o k
ct k

c" = . e K= )
chy k

onde em (4.27) o vetor varidvel C" no tempo “ n + 17 ¢ obtido a partir do tempo “ n

” no valor conhecido C™.

A continuagao passamos a descrever o algoritmo do método de Crank—Nicolson.

Algoritmo 4 (Implementagao Crank—Nicolson).

Passo 1 Fazer n=0e¢ N = 1/At.

Y

Passo 2 Resolvemos o sistema linear em cada passo de tempo “ n ™
AC™ = BC™ - 2K,

onde as matrizes A, B e o vetor K sao dadas em (4.20), (4.21) e (4.22).

Neste passo obtemos o valor da concentracgao C™ "1,

Passo 3 Se n = N entao FIM. Sendo n < n + 1 e voltar ao Passo 2.

Os resultados obtidos da implementagao do Algoritmo 4 no Matlab serao mostrados

na Secao 4.2.3.

4.2.3 Comparagao dos Métodos FDA-NCP com Crank—Nicolson

Nesta secao apresentamos os resultados numéricos das simulagoes feitas no Matlab,
para o qual consideramos [xo,zp] = [0,1] e [to,tn] = [0,1] como os intervalos para o
espago e tempo respectivamente. Vamos manter At = k = 107 constante e Ax = 1/M
onde M é o namero de subintervalos no espago e tomaré os seguintes valores: 50, 100,

200, 400 e 800. A tolerancia de erro no algoritmo FDA-NCP & 1078.

Considerando estes dados de entrada no Algoritmo 3 e no Algoritmo 4 obtemos os
resultados mostrados nas Figuras 4.3 e 4.4. Observe que os dois métodos coincidem para

os instantes de tempo “ ¢ 7 indicados.
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0. 05 . . .
© FDA-NCP| © FDA-NCP
0.451 ——CN-N 0.45 ——CN-N
0.4f 0.45
0.35} 0.35¢
0.3f 0.3t
0 0.25¢ 0 0.25¢
0.2f 0.2t
0.15} 0.15f
0.1F 0.1r
0.05f 0.05F
% 0.2 0.4 0.6 0.8 ] % 1
X
(a) t = 0.00 (b) t = 0.01
0.5 05 : - .
© FDA-NCP| © FDA-NCP
0.45¢ —CN-N 0.45 —CN-N
0.4f 0.4f
0.35f 0.35¢

(c) t = 0.03 (d) t =0.05
05 . . . 05 ‘ : ;
f »
0.45 CN-N 0.45 CN-N
0.4f 0.4f
0.35[ 0.35[
0.3r 0.3}
©0.25¢ © 025}
0.2 0.2
0.15} 0.15
011 0.1
0.05} 0.05f
% 02 04 } 06 08 % 02 04 ) 06 0.8
(e) t = 0.07 (f) t =0.10

Figura 4.3: Comparagao dos métodos de Crank—Nicolson com FDA-NCP para M = 50

para os instantes de tempo “ t 7 indicados. O valor da concentracao C
obtido pelo FDA-NCP esta representado por bolinhas rosas. O valor de C
obtido pelo Crank-Nicolson é representado pela linha continua azul.
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Figura 4.4: Comparagao dos métodos de Crank—Nicolson com FDA-NCP para M = 200
para os instantes de tempo “ t ” indicados. O valor da concentragao C' obtido
pelo FDA-NCP esté representado por bolinhas rosas. O valor de C' obtido
pelo Crank—Nicolson ¢é representado pela linha continua azul.
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4.2.4 Andalise de Erro

Nesta segao faremos a analise de erro para os métodos FDA-NCP e Crank—Nicolson
com Newton nos baseando no Erro Relativo segundo a Tabela 2.1 obtida na Secao 2.2 e

considerando a norma (2.7) para cada instante de tempo. O comprimento do intervalo em

h h h 1
i e 3 Com h = =0 obtemos
os resultados das Tabelas 4.1 e 4.2 os quais sao representadas na Figura 4.5.

tempo serd constante e igual a At =k = 1075, Az = h

x 10 x10™*

——50 Pontos —50 Pon‘tos
—— 100 Pontos —— 100 Pontos
6 —— 200 Pontosfj —— 200 Pontos
—— 400 Pontos —— 400 Pontos
50 3
4l
w” w” 2
3k
2ol
1L
1H
0 - : . o A ‘ :
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
t t
(a) FDA-NCP (b) Crank—Nicolson

Figura 4.5: Tempo(t) vs Ea,. Erro Relativo na Difusao de Oxigénio num tecido obtidas

1 1 1 1
das Tabelas 4.1 e 4.2 onde Ax = —, —, — ¢ —.
as Tabelas e onde Ax =0’ 100° 200 e 200

Tabela 4.1: Erro Relativo do método FDA-NCP com h = 1/50 e para os instantes de
tempo “ ¢t 7 indicados na primeira coluna.

Ey

Ey

Ehja

Ehys

Ehns

Ey
2

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.10

0.00006841
0.00005666
0.00005085
0.00004712
0.00004444
0.00004269
0.00004102
0.00003974
0.00003908
0.00003807

0.00001828
0.00001712
0.00001718
0.00001654
0.00001482
0.00001394
0.00001255
0.00001217
0.00001197
0.00001177

0.00000411
0.00000344
0.00000310
0.00000288
0.00000273
0.00000262
0.00000252
0.00000244
0.00000291
0.00000330

0.00000102
0.00000086
0.00000077
0.00000196
0.00000197
0.00000207
0.00000229
0.00000254
0.00000154
0.00000130

3.74
3.31
2.96
2.85
3.00
3.06
3.27
3.27
3.26
3.23

N N
R

1.47
1.39
1.27
1.10
0.96
1.89
2.54
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Tabela 4.2: Erro Relativo do método Crank—Nicolson com h = 1/50 e para os instantes
de tempo “ ¢t 7 indicados na primeira coluna.

Ey

Ehja

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.10

0.00006839
0.00005662
0.00005082
0.00005966
0.00010865
0.00021119
0.00036643
0.00026217
0.00016583
0.00014386

0.00001665
0.00001389
0.00001251
0.00006083
0.00009436
0.00017821
0.00011558
0.00007838
0.00006163
0.00005339

0.00000411
0.00000344
0.00001383
0.00002981
0.00007653
0.00006408
0.00003969
0.00002974
0.00002666
0.00002355

0.00000102
0.00000086
0.00000685
0.00002747
0.00004164
0.00002032
0.00001454
0.00001246
0.00001096
0.00000975

e~
E 8 M:D“d‘w\gq

0.90
2.04
1.23
2.78
291
2.64
2.31
2.27

— N
2238k

1.84
3.15
2.73
2.39
2.43
2.42

4.3 CONCLUSOES PARCIAIS

Se resolve o problema (4.8) - (4.11) com um novo método, o qual é baseado em um

esquema de diferencas finitas e um algoritmo de complementaridade.

Para simular a fase da difusao de oxigénio, comegamos com a solucao de equilibrio

(solugao estacionaria) e a partir dela obtemos a concentra¢do de oxigénio através do
tempo. Os resultados obtidos coincidem com os resultados apresentados em [13] e [11]

como pode-se observar nas Figuras 4.3 e 4.4.

A Tabela 4.1 mostra uma maior reducao do erro para o método FDA-NCP em rela-
cdo a Tabela (4.2) para o método de Crank-Nicolson. O quociente Ep,/FEnzj2, (Ax =
h,h/2,h/4) & maior para o FDA-NCP segundo mostra a Tabela 4.1 em relacao a Tabela

4.2 para o método de Crank—Nicolson.

A analise de erro na Figura 4.5 mostra uma grande variagao do erro quando conside-
ramos 50 pontos na discretizacao do eixo x. Isto é devido aos poucos pontos considerados.
Porém, a analise mostra uma diminuicao cada vez maior quando consideramos mais pontos

na discretizacao do eixo = para os métodos FDA-NCP e Crank—Nicolson com Newton.
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5 MODELO SIMPLES DE
COMBUSTAO DE OXIGENIO
IN-SITU

5.1 MODELAGEM DO PROBLEMA FISICO

Neste modelo nés estudamos fluxos unidimensionais possuindo uma onda de combus-
tao no caso quando o oxidante (ar com oxigénio) ¢ injetado num meio poroso, Figura

0.1

%de combustao

Rocha porosa com combustivel
imoével e oxigénio.

Figura 5.1: Combustao de oxigénio in-situ

O meio contém inicialmente um combustivel que é essencialmente imével, nao vaporiza
e a quantidade de oxigénio ¢é ilimitada. Este é o caso para combustiveis solidos ou para
combustiveis liquidos com baixas saturacoes de modo que nao podem se mexer. Neste
trabalho estudamos brevemente um modelo simplificado, no qual supomos que somente
uma parte pequena do espacgo disponivel é ocupado pelo combustivel, de modo que as
mudangas de porosidade na reagao sao despreziveis. Supomos que a temperatura do
solido e do gas sao a mesma (equilibrio térmico local) e a velocidade do gas é constante.
A perda de calor é desprezivel, o que é razoavel para combustao in situ em condigoes de
campo. Também admitimos que as variagoes de pressao sao pequenas em comparacgao

com a pressao prevalecente.

O modelo com coordenada temporal “ ¢t ” e coordenada espacial “ x ” inclui a equagao
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de equilibrio do calor (5.1), a equagdo de equilibrio molar para combustiveis imoveis (5.2)

e a lei dos gases ideais (5.3):

T O(cygpu(T — Tres)) 0*T

dpy
S 2
ot :ufWra (5 )
P

Aqui T[K] é a temperatura, p[mol/m?] é a densidade molar do gas, p; [mol/m?] é a
concentracao molar do combustivel imével. O conjunto de parametros juntos a seus

valores tipicos sao dados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Parametros dimensionais para combustao in situ e seus valores tipicos

Simbolo Quantidade Fisica Valor Unidade

Tres Temperatura do reservatorio inicial. 273 [K]

Ch, Capacidade calorifica do meio poroso. 2-10° [J/m? K]
Cy Capacidade calorifica do gas. 27.42 [J/mol K]
A Condutividade térmica do meio poroso. 0.87 [J/(ms K)]
Q- Entalpia do combustivel imével em T.;. 4-10° [J/mol]

E, Energia de ativagao. 58000 [J/mol]

k, Parametro pré-exponencial. 500 [1/s]
R Constante ideal dos gases. 8.314 [J/(mol K]
P Pressao prevalecente (1 atm ). 101325 [Pal)

Uing Velocidade de Darcy do gés injetado (200 m/dia). 2.3-1073 [m/s]

P Densidade molar inicial do combustivel. 372 [mol /m?]

Na reacao de combustao, py moles de combustivel imovel reagem com jip moles de
oxigénio e geram p moles de produtos gasosos e, possivelmente, produtos sélidos nao
reativos. Por simplicidade consideramos o caso py = p9 = pg = 1, como por exemplo,
na reagao C' + Oy — C'Oy. Como estamos considerando que a quantidade de oxigénio é

ilimitada, a razao da reagao W, sera tomada como:

E,
W, =k, pyexp <_RT> : (5.4)

onde os valores tipicos de k, e E, sao mostrados na Tabela 5.1. As varidveis a serem
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encontradas sao a temperatura 7' e a concentragao molar do combustivel imével py.

5.1.1 Equagoes Adimensionais

As equagbes nao estao dimensionadas, mas introduzindo variaveis independentes e
dependentes adimensionais (denotas por til) como razoes das quantidades dimensionais e

as quantidades referenciais (denotadas por estrelas):

T_Tres ~ ~ ~ ing
* 7p:£*7n:1_p_u:uj' (55>
P

.t . .
f=— i=—,0=AT= r "
t P¥ U

*’ AT
Em (5.5) 7 representa a profundidade do combustivel imével. A escolha das variaveis
adimensionais é comum na engenharia do petroleo. Aqui é usada com a finalidade de nos
ajudar a reescrever o sistema (5.1) - (5.3) na forma de um problema de complementaridade.
Nossa escolha para as quantidades referenciais sao:
Tes P * t* * * TES * x*
t*:Qrpf ’p*:RTres7 AT :C_m’x :CgP*AT>P}:,0f , U :t_*a (5.6)

onde 1., € P sao a temperatura inicial do resevatorio e densidade molar do combustivel,

uin; € a velocidade de injegdo do gés. Em (5.6), t* é o tempo caracteristico para a
combustao do combustivel na temperatura inicial do reservatorio T,.,; At* € o desvio da
temperatura de pico com respeito a temperatura do reservatorio, para o caso de combustao

completa de combustivel sob condicoes adiabéticas.

Usando (5.5) e (5.6) e omitindo as tils, as equagoes (5.1)-(5.4) s@o escritas em forma

adimensional como:

00 8(p 9) 1 9%
il L Y 5.7
ot T Ox Per 0x? TP (5:7)
on
— = 5.8
at ) ( )
to
= - 5.9
7T ey (5.9)
¢ = [(1—n)exp| — ¢ (5.10)
- WP\ T g, ) '
com constantes adimensionais:
x* * o Er o Tres o uinjt*
P€T = m, ﬁ = pfk’pQr, £ = RAT* 00 = AT+’ U = o (511)

Aqui Per é o nimero de Peclet para difusao térmica, u torna-se a velocidade da onda tér-
mica adimensional, £ é a energia de ativagao escalada e 0, é a temperatura do reservatério

escalado.
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O sistema (5.7) - (5.10) deve ser resolvido com as condigoes do reservatério iniciais:
=0, z>0: 6=0,1n=0, (5.12)

e as condi¢oes de injegao:
t>0,z2=0: 0=0, n=1. (5.13)

Observe que a onda de combustao é uma “ onda transiente ” e nao uma onda viajante.

Seguindo a [2], podemos transformar o sistema (5.7) - (5.8) na seguinte desigualdade

variacional: 5 5(p0) 52
0 po 1 0
> >0: — — — ¢ > .
>0, 1n>0 T +u o Poy 022 o >0, (5.14a)
on
— -0 > 14
T >0, (5.14b)
00 d(pb) 1 9% B
(a +u o - PeT 92 —®)0= 0, (5.15&)

<% - <1>) n=0. (5.15b)

Nos precisamos que a equagao (5.15) seja satisfeita no extremo direito do intervalo, onde
a equagao (5.7) pode nao ser satisfeita. Isto explica a escolha de variaveis adimensionais

n em (5.5) descrevendo a profundidade do combustivel dentro do reservatorio.

5.2 DESCRICAO DOS ESQUEMAS NUMERICOS

Nesta secao descreveremos com detalhe o esquema de diferencas finitas para o modelo
de Combustao de Oxigénio In-Situ para os métodos de FDA-NCP e de Crank—Nicolson—
Newton, para isto utilizaremos a malha descrita no Capitulo 2 e novamente aplicamos o
método de Crank—Nicolson para aproximar as derivadas espaciais em cada caso, isto é:

n

n+l _
8tw(xm,tn+%) = w, (5.16a)
wtl — 2wt ™t — 2wl 4wt
Drat0 (T, 1,41 ) = o L il oh3 L (5.16b)
Fin -5 Frg —Fh
Db (w(am, t, 1)) = I + m : (5.16¢)
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CDn—&—l (I)n
D tyy)) = =2 (5164)

Nos pontos da fronteira m = 0 e m = M temos as seguintes condi¢oes de fronteira:

Q(l’o,t) 0
w(xg,t) = = )
00

ow a_x(xM’t) 0
—(IM,t) = = .
ox an 0
(T, t)
Ox ’

Isto é, temos uma condigao de Dirichlet no ponto z; e uma condi¢gao de Neumann no

ponto x,;, logo, o valor em zy é conhecido em todo tempo mas nao assim o valor em x,,.

wit =w{, paratodon € N. (5.17)

A condigao de fronteira em x; fornece:

dw Wiy — Wiy
—(zp,t) =0 = & =0,
Ox (@2, 1) 2h
portanto
Wi = Wy_y = Fy = Fy_, paratodon € N. (5.18)

5.2.1 Método FDA-NCP

Neste primeiro caso vamos a aplicar o FDA-NCP a um problema paraboélico nao linear

6
[12]. Para isto, vamos considerar w = ( ), entao as relagoes (5.14) e (5.15) ficam:

Ui
w>0, w+ [F(w)], — Hwy — ¥ > 0, (5.19a)
G(w) ew =0, (5.19b)

onde:

Gw) =w; + [F(w)]y — Hwz, — ¥ = . (5.20a)
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Fw)y=| 6o+0 |, H=| Per e U= ( > : (5.20b)
0 0 0 o

Para obter as relagoes discretas de (5.19) sustituimos (5.16) em (5.19a), para isto consi-

deramos (5.20a) para obter:

—2uHwp 4 (4 + dpH )it = 2uHwlh + A[Fpi) — Frti] = 2kt >

(5.21)
> opHut,_ + (4 — dpH )l + 2uHu,, — AF2,, — Fi,] + 2k,

k
onde A = 7 e [ O esquema de diferencas ¢é valido para todo m = 1,2,..., M dos

TR
pontos que nao sao conhecidos os valores.

Ora, nos pontos de fronteira temos que para m = 1, substituindo (5.17) em (5.21) obtemos:

(4 + 4pH)wit — 2pHwy ™ + A[FPT — FPH — 2507 > (5.22)
> (4 — dpH)w} + 2uHw? — N[F — F] + 260" + dpHw? '
Para m = M, substituindo (5.18) em (5.21) tem-se:

—4pHwWiH + (4 + dpH)witt — 2800 > dpHw?, | + (4 — 4uH)why, + 2k97%,. (5.23)

Portanto, (5.21) ¢ valido para todo m = 2,..., M — 1 e unindo as expresoes (5.22) e (5.23)

obtemos a seguinte desigualdade na variavel W1
Gm(W™hY = Aw™™ £ AT(W™HY) — 2k0(W™HY) — LD(W™) > 0, (5.24)

onde LD(W™) = BW™ — XT'(W™) + 2kU(W") + UR & conhecido em cada instante do

tempo. Além disso:

(44 4uH)  —2uH 0 0 - 0 0 0
“ouH  (A+4uH)  —2uH 0 0 0 0
0 —ouH  (4+4pH) —2uH 0 0 0
A=
0 0 0 0 —2uH (44+4pH)  —2uH
0 0 0 0 - 0 “ApH (41 4uH)

(5.25)
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(4—4pH) 2uH 0 0 0 0 0
2uH (4—4uH) 2uH 0 0 0 0
0 2uH (4—4uH) 2uH 0 0 0
B = )
0 0 0 0 2uH (4 —4uH) 2uH
0 0 0 0 0 AuH (4—4uH)
(5.26)
Fy — Y} vy
F} — FD vy
Fp —F vy
™ =T(W") = ' U =y(Wn) = ' (5.27)
0 v,
wy 4qHwy
wy 0
wy 0
w" = _ , e UR= _ , (5.28)
Wiy, 0
Wiy 0

onde A, B € RsM>sM. qyn n gn ¢ RsM

Portanto, a forma discreta de (5.19a) é dada por (5.24). Do mesmo jeito, sustituimos

(5.16) em (5.19b) para obter sua forma discreta, dado por:

Gm(W"t) e Wt = 0, (5.29)

além disso, deve-se cumprir:

Wt > 0. (5.30)

Assim, juntando (5.24), (5.29) e (5.30) formam um Problema de Complementaridade que
pode ser resolvido resolvido pelo Algoritmo FDA-NCP desenvolvido no Capitulo 3.

O que for feito até agora sera resumido no Algoritmo 5 mostrado a seguir.



Algoritmo 5 (Implementagao FDA-NCP).

Passo 1 Fazern=0e N = 1/At.
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Passo 2 Para obter W™ aplicamos o método FDA-NCP descrito no Algoritmo 2

para resolver o problema de complementaridade:

Gn(wn-H) ° Wn+1 — 0’ Wn+1 > 0 e

G (W) = Aw™ + pT (W) — 2k (W) — LD(W™) > 0,

onde as matrizes A, B e os vetores T, W, W e U R sao dadas em (5.25), (5.26),

(5.27) e (5.28).

Passo 3 Se n = N entao FIM. Sendo n < n + 1 e voltar ao Passo 2.

Os resultados numéricos obtidos da implementacao do Algoritmo 3 no Matlab sao

mostrados na Secao 5.2.3.

5.2.2 Método de Crank—Nicolson—Newton

Nesta secao descreveremos o método de Crank—Nicolson para a seguinte equacao:

Ow + 0, F(w) = 0,(Hw,) + ®(w),
onde:
w:RxR — R, F:R°—>R°, ®:R° —R°, HecR”,
Substituindo (5.16) em (5.31) obtemos a seguinte equagao de diferencas:

—ouHw Y + (44 ApH )t — 2uHul + p(Fith — Fih) + 2k =

m

= 2 HW),_y + (4 — AwH Yl + 2wl — p(Fpy — Fpy) + 2k,

m

k
onde A\ = — e pu= a qual ¢é valida para todom =1,..., M.

h h2’
No ponto de fronteira m = 1, substituimos (5.17) em (5.33) para obter:

(4 + 4pH)wi™ = 2pHwy ™ + p(Fy = Fgth) = 28077 =
= (4—ApH)w} + 2uHwy — p(Fy — F) + 2k9T + 4dpHwy(.

Para m = M, substituindo (5.18) em (5.33) obtemos:

—ApHwi A (44 4pH)wi Tt — 2k = dpHwy, | + (4 — dpH)wp, + 2k®%,.

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)
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Portanto, (5.33) é valido para todo m = 2,..., M — 1 e unindo as expressoes (5.34) e (5.35)

obtemos o sistema nao linear na variavel Wn+1:
AW™ 4 pT (W) — 2k0(W" ) — LD(W™) = 0, (5.36)

onde LD(W™) = BW"™ — pT'(W") + 2kU(W™) + UR. Além disso, as matrizes A e B s@o
dadas por (5.25) e (5.26), os vetores T\, W, UR sao dados por (5.27) e (5.28).

Para resolver (5.36) empregamos o método de Newton, o qual precisa da matriz jaco-

biana de:
G"(W"H) = AW 4 pT (W) — 2k (W) — LD(W™), (5.37)

onde o vetor LD(W™) é conhecido em cada instante do tempo n.

Note que a matriz Jacobiana de G™ é obtida mediante :

)

JG=A+S5, (5.38)
onde S € R¥M>*sM & 3 matriz seguinte:
)
%Ewyw 0 0 e 0 0 0
oF n+1 0P n+1 oF n+1
S =
oF , v, oF , .
0 0 0 —Pa—u(thlz) %(Uz\fh) p%(uz\fl
oo
0 0 0 e 0 0 55WJ1

Conhecido o Jacobiano de G pode-se aplicar o método de Newton (5.39) onde dado um

ponto inicial (W"*1)y procede-se a resolugao do sistema linear:

JG(W™ ) )de = =G(W™)),
(W) = (W™, + dy, (5.39)
E—k 41,

para encontrar a solugao de (5.36) até uma tolerancia estabelecida.

Abaixo passamos a descrever o método de Crank—Nicolson—-Newton aplicada & equagao
(5.31).

)
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Algoritmo 6 (Implementacao Crank-Nicolson-Newton).

Passo 1 Fazern=0e N = 1/At.

Passo 2 Resolvemos o sistema nao linear pelo método de Newton, Algoritmo 1:
Gn(Wn—H) _ AWn—i—l +pT(Wn+1) _ Qkf\I/(Wn+1) _ LD(W”),

onde as matrizes A, B e os vetores T, W, W e U R sao dadas em (5.25), (5.26),
(5.27) e (5.28). Neste passo obtemos o valor W1,

Passo 3 Se n = N entdao FIM. Sendo n < n + 1 e voltar ao Passo 2.

Os resultados obtidos ao implementar o Algoritmo 6 no Matlab sao mostrados na

Secao 5.2.3.

5.2.3 Comparacao dos Métodos FDA-NCP com Crank Nicolson-
Newton

Nesta secao apresentamos os resultados numéricos das simulagoes feitas no Matlab,
para as quais consideramos [xg, 2] = [0,0.05] e [to, tx] = [0, 1] como os intervalos de es-
paco e tempo respectivamente. Mantemos o nimero de subintervalos em tempo constante
e igual a N = 10°, isto é, k = At = 107° enquanto o ntimero de subintervalos em espaco
serao iguais a M = 50, 100, 200. Para o método FDA-NCP consideramos uma tolerancia

de erro de 1078.

Os valores dos parametros adimensionais em (5.11) sdo:

2" =9.1-104m], t*=148-10%[s|, AT*=T44[K], u*=6.1-10"%,
Per = 1406, B=744-10"°, € =938, 0y = 3.67, u = 3.76.

Com os dados de entrada anteriores obtemos as Figuras 5.2 e 5.3, as quais mostram os
resultados obtidos pelos Algoritmos 5 e 6 para o método FDA-NCP e Crank—Nicolson—
Newton respectivamente. Observe que os dois métodos coincidem para os tempos indica-

dos.



73

3 : :
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+ :FDA-NCP o 8:FDA-NCP
n:CN-N n:CN-N ]
——08:CN-N ——8:CN-N
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(C) t = 0.003 (d) t = 0.005
3 ‘ 3
© n:FDA-NCP © n:FDA-NCP
o 8:FDA-NCP + 6:FDA-NCP
25y N:CN-N || 25f|——n:CN-N
——0:CN-N ——0:CN-N
2+ 2k
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0.5 \ 0.5
0 L]
08 0.01 0.02 0.03 0.04 005 0% 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
(e) t = 0.007 (f) t =0.010

Figura 5.2: Comparagao dos métodos de Crank—Nicolson com Newton e FDA-NCP para
M = 50 nos instantes de tempo indicados. Os valores de 7 sao representa-
dos por bolinhas rosas e linha continua azul, enquanto os valores de # sao
representados por bolinhas verdes e linha continua vermelha.



3 T
© n:FDA-NCP| © n:FDA-NCP
) * 0:FDA-NCP * 6:FDA-NCP
5 n:CN-N n:CN-N
——6:CN-N ——0:CN-N
2 |- -
1.5¢ R
16 1
0.5 1
0
-05 : ] ] ‘ 05 . . . .
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
(a) ¢ = 0.000 (b) t = 0.001
3 . 3 :
© n:FDA-NCP © n:FDA-NCP|
* ©6:FDA-NCP 25 * 0:FDA-NCP
n:CN-N || ’ n:CN-N
——0:CN-N ——0:CN-N
2 .
1.5
14
0.5F
0 p
- L L L " _05 L L n "
0.5 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
(¢) t = 0.003 (d) t = 0.005
3 T 3 r
© n:FDA-NCP| © n:FDA-NCP
* 0:FDA-NCP * 6:FDA-NCP
2.5¢ n:CN-N || 25l —n:CN-N
——0:CN-N ——0:CN-N
2t 2
1.5¢ 1.5¢
N N
0.5F 0.5
04 p 0
~05 A . . A ~05 . . . .
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
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Figura 5.3:
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Comparacao dos métodos de Crank—Nicolson com Newton e FDA-NCP

para M = 200 nos instantes de tempo indicados.

Os valores de n sao

representados por bolinhas rosas e linha continua azul, enquanto os valores

de 6 sao representados por bolinhas verdes e linha continua vermelha.
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Tabela 5.2: Comparacao do tempo de processo computacional com M = 50 para os
métodos FDA-NCP e de Crank-Nicolson com Newton. O t(n) é o tempo
em segundos que demorou o método em encontrar a solu¢ao no instante de

tempo .
FDA-NCP Crank—Nicolson com Newton
‘ t(n) Iteragbes t(n) Iteragoes
0.001 0.245 20 0.014 3
0.002 0.255 20 0.011 3
0.003 0.255 20 0.010 3
0.004 0.263 20 0.014 3
0.005 0.331 21 0.014 3
0.006 0.309 21 0.013 3
0.007 0.264 21 0.012 3
0.008 0.258 21 0.012 3
0.009 0.312 21 0.012 3
0.01 0.263 21 0.013 3

Tabela 5.3: Comparacao do tempo de processo computacional com M = 200 para os
métodos FDA-NCP e Crank—Nicolson com Newton. O ¢(n) é o tempo em
segundos que demorou o método em encontrar a solugao no instante de

tempo .
FDA-NCP Crank—Nicolson com Newton
‘ t(n) Iteragbes t(n) Iteragoes
0.001 4.986 21 0.049 3
0.002 4.696 21 0.061 3
0.003 3.537 21 0.054 3
0.004 3.702 21 0.048 3
0.005 3.672 21 0.048 3
0.006 3.905 21 0.056 3
0.007 3.743 21 0.061 3
0.008 4.573 21 0.054 3
0.009 4.785 22 0.056 3
0.01  5.298 22 0.058 3
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5.2.4 Analise de Erro

Nesta se¢ao faremos a analise de erro para o FDA-NCP e Crank—Nicolson com Newton
segundo a Tabela 2.1 da Segdo 2.2 e com a norma (2.7) para cada instante de tempo e
En, onde Ax = h, h/2,h/4. O comprimento do subintervalo em tempo seré constante e
ignal a At =k =102 e h = 50 As Tabelas 5.4 e 5.5 mostram os resultados para os
Erros Relativos do método de FDA-NCP enquanto as Tabelas 5.6 e 5.7 mostram o Erro
Relativo para o método de Crank—Nicolson com Newton e sao representados nas Figuras

5.4 e 5.5.

0.3 T T T 0.15

—50 Pon‘tos —50 Pon‘tos
— 100 Pontos —— 100 Pontos
0.25/1 ——200 Pontos | —— 200 Pontos
0.2 4 0.1+
W 0.15F 1 o
0.1F 4 0.05r
0.05r
0 0.602 0.604 0.606 040‘08 0.01 0 0-602 0-604 ) 0-606 0-608 0.01
t
(a) 0 wvs FEa, (b)n wvs FEa,
. . , ) 1 1
Figura 5.4: Tempo (t) vs Ea,. Erro Relativo do método FDA-NCP. Aqui Az = 0’ 100

1
e —.
200



0.3

0.25!
0.2}
u 0.15F
01}

0.05f
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—— 100 Pontos
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0.002

(a) 6 ws

0.004
t

0.006

EA.CE

0.008

0.01

0.15

— 50 Pontos
—— 100 Pontos
—— 200 Pontos

0.1

0.05F

0 0.002

(b)n wvs

0.004

0.006

EAx

0.008

0.01

7

Figura 5.5: Tempo (t) vs Ea,. Erro Relativo do método Crank—Nicolson-Newton. Aqui

1
rT=—,—€e_—.
50" 100 200

1 1

1
Tabela 5.4: Erro Relativo para § com FDA-NCP e h = = para os instantes de tempo

“ ¢t 7 indicados na primeira coluna.

E E} o

t Ey Epo Ehna Hf/; ﬁ;
0.001 0.07753953 0.02808885 0.00730328 2.76  3.85
0.002 0.12490382 0.04804832 0.01233527 2.60 3.89
0.003 0.12507648 0.05824052 0.01679940 2.15 3.47
0.004 0.15841526 0.07200834 0.02080540 2.20 3.46
0.005 0.19818512 0.08645353 0.02467944 2.29  3.50
0.006 0.19869586 0.09841770 0.02841001 2.02  3.46
0.007 0.22940100 0.10893437 0.03196011 2.10 3.41
0.008 0.24613384 0.11917200 0.03539747 2.07 3.37
0.009 0.25797041 0.12872819 0.03877948 2.00 3.32
0.010 0.28897837 0.13736335 0.04210642 2.10 3.26
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1
Tabela 5.5: Erro Relativo para n com FDA-NCP e h = =0 para os instantes de tempo

“ ¢ indicados na primeira coluna.

En  Epp
i Eh Eh /o Ehyya By Eh;4
0.001 0.03656752 0.02183277 0.00451876 1.67 4.83
0.002 0.08415103 0.02792385 0.00819578 3.01 3.41
0.003 0.06714517 0.03432836 0.01103751 1.96 3.11
0.004 0.05513010 0.05046448 0.01382034 1.09 3.65
0.005 0.10898570 0.06002658 0.01653867 1.82 3.63
0.006 0.09776211 0.06361489 0.01887480 1.54 3.37
0.007 0.09351854 0.06753575 0.02106120 1.38 3.21
0.008 0.11952653 0.07350797 0.02332674 1.63 3.15
0.009 0.10846255 0.07909222 0.02560830 1.37 3.09
0.010 0.12671978 0.08344353 0.02776237 1.52 3.01
Tabela 5.6: Erro Relativo para 6 com Crank—Nicolson-Newton com h = % e para os
instantes de tempo “ ¢ ” indicados na primeira coluna.
En  Enp
t Ey, Eh /o Ehya By 5;4
0.001 0.07723325 0.02810124 0.00730328 2.75  3.85
0.002 0.11878779 0.04801622 0.01233524 247 3.89
0.003 0.10746465 0.05812093 0.01679931 1.85 3.46
0.004 0.13391440 0.07180871 0.02080525 1.86 3.45
0.005 0.16943826 0.08618848 0.02467926 1.97 3.49
0.006 0.15855661 0.09808678 0.02840980 1.62 3.45
0.007 0.18473219 0.10853533 0.03195988 1.70  3.40
0.008 0.19374520 0.11870549 0.03539723 1.63 3.35
0.009 0.19643579 0.12819357 0.03877919 1.53 3.31
0.010 0.22423688 0.13675696 0.04210603 1.64 3.25
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Tabela 5.7: Erro Relativo para n com Crank—Nicolson-Newton com h = =0 e para os
instantes de tempo “ ¢ ” indicados na primeira coluna.
En  Epp
i Eh Eh /o Ehyya By Eh;4
0.001 0.03656747 0.02183278 0.00451876 1.67 4.83
0.002 0.08415136 0.02792388 0.00819576 3.01 3.41
0.003 0.06714673 0.03432831 0.01103747 1.96 3.11
0.004 0.05513145 0.05046440 0.01382027 1.09 3.65
0.005 0.10898650 0.06002657 0.01653858 1.82  3.63
0.006 0.09776327 0.06361493 0.01887469 1.54 3.37
0.007 0.09351998 0.06753574 0.02106107 1.38 3.21
0.008 0.11952702 0.07350793 0.02332659 1.63 3.15
0.009 0.10846323 0.07909218 0.02560812 1.37 3.09
0.010 0.12672058 0.08344350 0.02776217 1.52 3.01

Observe que os quocientes Epg/Eag /2 Az = h, h/2 sao maiores para o método FDA~-

NCP em relacao ao método de Crank—Nicolson-Newton, isto indica uma maior diminuigao
do erro para o FDA-NCP.

5.3 APLICANDO LEIS DE CONSERVACAO

Nesta segdo vamos a procurar ondas que nao sdo de combustao do sistema (5.7) -
(5.10), para isto desprezamos o termo fonte ® que é o coeficiente de combustao da lei de
Arrhenius. Além disso, o termo 6,, pode ser desprezado pois as solu¢oes sao autosimilires.
Portanto, o sistema (5.7) - (5.10) é reduzido ao seguinte Problema de Riemann:

ubpf
ot [e +000L =0
U =0

(5.40)

0 0,
com estado a esquerda: U; = ( : > e estado a direita: U, = < )
M Nr

Observe que (5.40) ¢ o problema tratado em (1.8) o qual é uma lei de conservagao
estritamente hiperbolico com uma onda de contato e uma onda de choque quando 6, > 6,

segundo o mostrado em (1.67).
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Considerando o instante de tempo ¢ = 0.005 mostran-se na Figura 5.6 duas ondas:
onda de combustivel (ou onda de contato) para o combustivel 77 e a onda términa (ou

onda de choque) para a temperatura 6.

| UI \Um | Un \Ur _e
|
2.5} l | l il |
C 1 1
2 —: [ [ | i
| : : Onda de :
| | | Combustao |
15 | | | | 7
|
1 | | : :
| - - |
i |
|
05 1 | | |
| | |
| | |
0 | [ |
I | I |
I I I I
_05 | + 1 | 1 1 + 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Figura 5.6: Estados para o Problema de Riemann para obter a Onda de Combustivel
e a Onda Térmica. A linha de tracos azul representa o combustivel 7 e a
linha vermelha representa a temperatura 6.

O
> onde 6,, < 6,,.

Procura-se o estado intermediario: U,,, = (
Tim

A condi¢ao de Rankine-Hugoniot (1.61) para o Problema de Riemann (5.40) mostra

que as velocidades das ondas sao:

s=0 ou (5.41a)

- ulg (5.41b)
"0, + 00)(6, + o) '

5.3.1 Onda de Combustivel

Para obter a onda de combustivel aplicamos a condi¢cao de Rankine-Hugoniot para os
estados U; a esquerda e U, a direita. Entao, de (5.41) obtemos que s; = s = 0 e portanto
(1.17a) mostra que 6, = 6, = 0. Isto &, a temperatura manten-se constante mas a onda
de combustivel 1 estd variando com uma velocidade s; = 0 como pode-se observar na

Figura 5.3.
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5.3.2 Onda Térmica

Para obter a onda de térmica aplicamos a condigao de Rankine-Hugoniot para os
estados U, a esquerda e U, a direita. De (5.41b) temos que sy = s e (1.17a) mostra que

Nm = Nn = 1. Portanto, o combustivel manten-se constante mas a onda térmica 6 esta
ub?
(O + 600) (6, + 6p)

variando com uma velocidade sy = como pode observarse na Figura

5.6.

Agora vamos a calcular a velocidade da onda térmica s,. Da Figura 5.6 temos que
0, ~ 2.7, lembrando que u = 3.76 e , = 3.67, obtemos de (5.41b) o valor teodrico
st =2.16. Observe que da Figura 5.3 temos que do tempo ¢t = 0.001 até o tempo ¢t = 0.01
a onda teve um deslocamento de Az ~ 0.0211, entao obtemos a velocidade numeérica:

N Az 00211

e o Y V) 5.42
2 T Af T 0.1-0.001 (5-42)

Observe que o resultado numérico s) aproxima-se ao resultado teérico s2.

5.3.3 Onda de Combustao

Para obter a onda de combustao como solu¢cao do Problema de Riemann precisamos

que P seja nula nos dois lados da onda mas isso nao acontece.

Ao considerar o termo fonte ® no sistema (5.7)-(5.10) ja nao teriamos uma lei de
conservagao. Portanto, nao é possivel procurar uma solu¢ao na forma de onda viajante

para a onda de combustao.

5.4 CONCLUSOES PARCIAIS

Propoe-se um método numérico baseado num esquema de diferencas finitas implicito
e um algoritmo de complementaridade nao linear que podem ser aplicados a problemas
parabolicos que podem ser reescritos na forma de um problema de complementaridade.

Este método é aplicado ao sistema (5.7) que descreve a combustao de oxigénio in situ.

Resolve-se o modelo de combustao de oxigénio in situ usando o algoritmo de com-
plementaridade nao linear e é comparado com o esquema de diferencas finitas de Crank—
Nicolson com Newton. As solugoes obtidas sdo muito proximas e as comparagoes dos

resultados sao mostrados na Figura 5.3.

O algoritmo de complementaridade pode ser usado com um nimero menor de pontos
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na discretizacao espacial, pois nesses casos o esquema de Crank—Nicolson com Newton da

valores negativos para a temperatura.

As Tabelas 5.4 e 5.5 mostram uma boa evidéncia de uma convergéncia linear do

algoritmo de complementaridade.

Os erros relativos mostrados nas Tabelas 5.4 e 5.5 indicam como era de se esperar
um crescimento linear quando refinamos a malha para ambos métodos. Apesar do cresci-
mento linear do erro relativo, vemos que a diferenca entre duas solugoes decresce conforme
refinamos a malha, isto é uma boa evidéncia de que ambos métodos convergem para a
mesma solucao. A diferenca em tempo de processo computacional acresenta-se quando
refinamos a malha no espaco segundo mostram As Tabelas 5.2 e 5.3 em cada instante de

tempo para o FDA-NCP e Crank—Nicolson com Newton, respectivamente.

Fizemos analise das ondas térmica e de combustivel via solug¢ao de problema de Rie-
mann, obtivemos a velocidade da onda térmica e comparamos com as simulagoes obtendo

o erro menor que 8%.
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6 CONCLUSOES

Neste capitulo fazemos um resumo das conclusoes parciais do Capitulo 4 e do Ca-
pitulo 5, nesses capitulos descrevemos o modelo de difusao de oxigénio e o modelo de
combustao de oxigénio in situ respectivamente. Para cada um deles foi aplicado o método
de FDA-NCP e o método de Crank—Nicolson com Newton, comparamos as solu¢oes obti-
das e fizemos a analise de erro respectivo. As conclusoes serao detalhadas nos paragrafos

seguintes.

Conseguimos obter a solucao aproximada do modelo de difusao de oxigénio dado pelo
sistema (4.8) - (4.11) utilizando um esquema de diferencas finitas e um algoritmo de
complementaridade nao linear FDA-NCP. Para simular a fase da difusao de oxigénio,
comegamos com a solugdo de equilibrio (solugao estacionéria) e a partir dela obtemos
a concentracao de oxigénio através do tempo. Os resultados obtidos coincidem com os
resultados apresentados em [13] e [11] como pode-se observar nas Figuras 4.3 e 4.4. Na
analise de erro, temos uma maior redugao do erro para o método FDA-NCP em relacao
ao método de Crank—Nicolson segundo mostram as Tabelas 4.1 e (4.2) respectivamente.
A analise mostra uma reducao cada vez maior quando consideramos mais pontos na

discretizacao do eixo x para os métodos FDA-NCP e Crank—Nicolson com Newton.

Conseguiu-se resolver o modelo de combustao de oxigénio in situ (5.7) usando o algo-
ritmo de complementaridade nao linear FDA-NCP e este é comparado com o esquema de
diferencas finitas de Crank—Nicolson com Newton, sendo as duas solugoes muito proximas
segundo sao mostrados na Figura 5.3. Isto sugere que é possivel aplicar este método a
problemas parabdlicos que podem ser reescritos como problema de complementaridade. O
FDA-NCP mostra a vantagem de poder ser usado com menos pontos na discretizacao do
espago segundo pode-se observar na Figura 5.2, nesses casos o esquema de Crank—Nicolson
com Newton da valores negativos para a temperatura. Com respeito ao erro relativo te-
mos que as Tabelas 5.4 e 5.5 mostram uma boa evidéncia de uma convergéncia linear
do algoritmo de complementaridade, o que é observado nas Figuras 5.4 e 5.5, as quais

indicam um crescimento linear quando refinamos a malha para os dois métodos. A pesar
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do crescimento linear do erro relativo, vemos que a diferenca entre duas solugoes decresce
conforme refinamos a malha, isto € uma boa evidéncia de que ambos métodos convergem
para a mesma solugao. A diferenca em tempo de processo computacional acresenta-se
quando refinamos a malha no espago segundo mostram As Tabelas 5.2 ¢ 5.3 em cada

instante de tempo para o FDA-NCP e Crank—Nicolson com Newton, respectivamente.

Fizemos analise das ondas térmica e de combustivel via solugao de problema de Rie-
mann, obtivemos a velocidade da onda térmica e comparamos com as simulagoes obtendo

o erro menor que 8%.
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