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CAPITULO 2. Movimiento oscilatorio

INTRODUCCION.

Las vibraciones u oscilaciones de los sistemas
mecanicos constituyen uno de los campos de estudio
maés importantes de toda la fisica. Virtualmente todo
sistema posee una capacidad de vibracién y la
mayoria de los sistemas pueden vibrar libremente de
muchas maneras diferentes. En general, las
vibraciones naturales predominantes de objetos
pequefios suelen ser rapidas, mientras que las de
objetos mas grandes suelen ser lentas. Las alas de un
mosquito, por ejemplo, vibran centenares de veces
por segundo y producen una nota audible. La Tierra
completa, después de haber sido sacudida por un
terremoto, puede continuar vibrando a un ritmo del
una oscilacion por hora aproximadamente. EI mismo
cuerpo humano es un fabuloso recipiente de
fendmenos vibratorios; nuestros corazones laten,
nuestros pulmones oscilan, tiritamos cuando tenemos
frio, a veces roncamos, podemos oir y hablar gracias
a que vibran nuestros timpanos y laringes. Las ondas
luminosas que nos permiten ver son ocasionadas por
vibraciones. Nos movemos porque hacemos oscilar
las piernas. Ni siquiera podremos decir correctamente
"vibracion" sin que oscile la punta de nuestra lengua..
Incluso los atomos que componen nuestro cuerpo
vibran.

La traza de un electrocardiograma, mostrada en la
figura, registra la actividad eléctrica ritmica que
acompafia el latido de nuestros corazones.

MOVIMIENTO OSCILATORIO
Definicion y caracteristicas

¢(Qué es un movimiento oscilatorio? jEs un
movimiento de vaivén! ¢Podemos hacer una
descripcién cientifica? Si estudiamos el movimiento
de un ndmero de objetos podemos &
quizas contestar a la pregunta. Si una
masa se suspende a partir de un resorte,
se tira hacia abajo y después se suelta, se
producen las oscilaciones

El balanceo de una bolita
en una pista curvada, la
bolita oscila hacia delante
y atrds de su posicion de
reposo.
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Una masa suspendida del
extremo de una cuerda (un
péndulo simple), cuando la
masa se desplaza de su
posicion de reposo y se la

suelta se producen las oscilaciones.
Un carrito atado entre
dos soportes en un -~
plano horizontal por
medio de resortes

oscilara  cuando el

carrito se desplaza de su posicion de reposo y

después se suelta.

¢(Qué hacemos en éstos y otros ejemplos, para
conseguir las oscilaciones? Las masas se sacan de su
posicién de reposo y después se sueltan. Una fuerza
restauradora tira de ellas y parecen ir mas alla de la
posicién de reposo. Esta fuerza restauradora debe
existir de otra manera ellas no se moverian cuando
son soltadas. Porque hay una fuerza entonces
debemos tener una aceleracion. La fuerza de
restauracion se dirige siempre hacia la posicién de
equilibrio central -- la aceleracién se dirige asi
siempre hacia la posicion de equilibrio central.
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Podemos determinar el grafico distancia - tiempo
para un objeto oscilante tomando una fotografia
estroboscépica para un péndulo o usando el Sonic
Ranger del laboratorio. Se obtiene su desplazamiento
méaximo a un lado y otro de la posicion de reposo.

La figura arriba muestra los graficos distancia —
tiempo. Algunas oscilaciones parecen tener la misma
caracteristica a la tomada al mismo tiempo para cada
oscilacion completa. Tales osciladores se conocen
como isocronas, y mantienen esta caracteristica
constante del tiempo sin importar los cambios de la
amplitud debido al amortiguamiento.

Con un experimento simple como el mostrado en la
figura a continuacion, también se puede obtener el
gréafico desplazamiento - tiempo para el movimiento
oscilatorio de un sistema masa resorte, al que se le ha
atado un plumoén que deja una traza en un rollo de
papel que se gira a velocidad constante. Esto produce
una “hoja” que muestra que el movimiento de la
masa tiene la forma sinusoidal.

Una regla afianzada con
abrazadera en un extremo a
un banco oscilard cuando se
presiona y después se suelta
el extremo libre.
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Oscilaciones Sinusoidales

Concentraremos preferentemente nuestra atencion
sobre las oscilaciones sinusoidales. La razén fisica
consiste en que realmente se presentan oscilaciones
puramente sinusoidales en una gran variedad de
sistemas mecanicos, siendo originadas por fuerzas
restauradoras que son proporcionales a los
desplazamientos respecto al equilibrio. Este tipo de
movimiento es posible casi siempre si el des-
plazamiento es suficientemente pequefio. Si, por
ejemplo, tenemos un cuerpo sujeto a un resorte, la
fuerza ejercida sobre el mismo cuando el
desplazamiento respecto al equilibrio es x puede
describirse en la forma

F(x) = —(k,x + k,x? +k,x° +...), donde k,, k.
ks, etc., son una serie de constantes, y siempre
podremos encontrar un margen de valores de x dentro
del cual sea despreciable la suma de términos
correspondientes a x%, x°, etc., de acuerdo con cierto
criterio previo (por ejemplo, hasta 1 en 10° 0 1 en
10°%) en comparacién con el término - kyx, a no ser
que el mismo. k; sea nulo. Si el cuerpo tiene masa m
y la masa del resorte es despreciable, la ecuacion del
movimiento del cuerpo se reduce entonces a

d?x d?x k
m——-=—kx,obien ——+-—2x=0
dt dt° m
: L 2 _ K y
Si por definicion hacemos @, = —, la ecuacion
m

anterior se transforma en:
2

X y
dt—2+a)§X:0, gue en notacién corta es

X+ wix=0
La solucion a dicha ecuacion diferencial puede
expresarse en cualquiera de las formas:

x(t) = Asen(wyt — ), x(t)= Acos(w,t — ),
donde las fases iniciales , @ y ¢ difieren en 7/2.

Facilmente se advierte que A representa el
desplazamiento maximo, esto es la amplitud.

Las ecuaciones X(t)= Asen(w,t — @),
x(t) = Acos(w,t — ¢), describen el movimiento

armonico simple. A es laamplitud, @, esla
frecuencia angular, en radianes por segundo, ¢ es
la constante de fase. La cantidad en paréntesis
(a)t + (o) es la fase de la oscilacion. Ay @ se

determinan por las condiciones iniciales del
problema.
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También @, = 27f , feslafrecuenciaen

oscilaciones por segundo. Una oscilacion por
segundo se llama 1 hertz (Hz).
Todos estos términos son muy importantes

Ejemplo 1. Demostrar que las ecuaciones
x(t) = Asen(wyt — ), x(t)= Acos(w,t — )

satisfacen la ecuacion X+ @7 X =0,

Solucion.
x = Asen(w,t — @),
%—).(—Aa) Cos(a)t— )
g T

2 oo
‘j)t(z =X = —Anfsen(wyt - )

Reemplazando X y X en la ecuacion:

— Aw?sen(wyt — ¢)+ ol Asen(w,t — ) =0,
con lo que queda demostrado.

De igual manera sucede con

X(t) = Acos(w,t — @).

DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO
ARMONICO SIMPLE
Un movimiento del tipo descrito en la ecuacion

X(t) = Asen(coot - gp), es  conocido  como

movimiento armoénico simple (MAS), se representa
en un grafico x - t de la forma indicada en la figura.
Destaquemos las caracteristicas mas importantes de
esta perturbacion sinusoidal:

X =
ANIAY

O \/ \/ |

_A"

Movimiento armonico simple de periodo T vy
amplitud A.
I. Esta confinada dentro de los limites X = £A. La
magnitud positiva A se denomina amplitud del
movimiento.
2. El movimiento tiene un periodo T igual al tiempo
transcurrido entre mAaximos sucesivos 0 mas

generalmente entre dos momentos sucesivos en se
repitan tanto el desplazamiento x como la velocidad

dx/dt .

T es la inversa de la frecuencia f,

Y
f

Dada la ecuacion basica X = Asen(a)t+g00), el

eg

periodo debe corresponder a un aumento de 27 en
el argumento de la funcién sinusoidal. Asi pues, se
tiene
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o(t+T )+, = (ot + @, )+ 27, de aqui se tiene

2w 0]
T=""yf="

0] 2r
La situacion en t = 0 (o en cualquier otro instante
sefialado) queda completamente especificada si se
establecen los valores de x y dx/dt en dicho mo-
mento. En el instante particular t = 0, llamaremos a
estas magnitudes X, Yy V,, respectivamente.
Entonces se tienen las identidades siguientes:
X, = Aseng,
Estas dos relaciones V, = wACOS @, pueden

utilizarse para calcular la amplitud Ay el angulo ¢,
(angulo de fase inicial del movimiento):

El valor de la frecuencia angular, @ del movimiento
se supone conocido por otros medios.

Ejemplo 2. Determinar si P en el mecanismo
ilustrado en la figura se mueve con MAS. En este
mecanismo, QQ’ es una barra sobre la cual puede
deslizarse el cilindro P; esta conectada por una varilla
L al borde de una rueda de radio R que gira con
velocidad angular constante (Este mecanismo,
encontrado en muchas maquinas de vapor,
transforma el movimiento oscilatorio del piston en el
movimiento rotacional de la rueda).

El movimiento de P es oscilante pero no arménico
simple.

Solucion.

De la figura podemos ver facilmente que P oscila
desde una posicion a una distancia (L + R) a partir de
O hasta una posicién (L — R) a partir de O. Para
determinar si el movimiento es armonico simple,
debemos encontrar si el desplazamiento de P
satisface la ecuacion X = Asen(a)t+(p). De la
geometria de la  figura  tenemos  que
X=Rcosd+Lcosg y Lseng=Rsend, de

modo que

R
seng =| — |send
¢ [Lj

cos ¢ = (1-sen’p)” = i(L2 ~R%en?0)"”.

Por consiguiente
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x =Rcosd +(L* - R’sen’0)’*
Con @ = ot da

2
x = Rcosat + (L2 — R%sen?6)’
Esta expresion da el desplazamiento de P en funcion
del tiempo. Cuando comparamos esta ecuacion con la

ecuacion X = Asen(a)t + go), vemos que el primer
término, Rcoswt, corresponde al movimiento
armonico simple con @ = 7[/2, pero el segundo no.

Asi, aunque el movimiento de P es oscilatorio, no es
arménico simple

Un ingeniero mecéanico al disefiar un mecanismo
como el de la figura tiene que pensar cdmo aplicar la
fuerza correcta en P de modo que el desplazamiento x
esté dado por la ecuacion expresada lineas arriba, de
modo que la rueda se mueve con movimiento circular
uniforme. Cuando P estd unido al piston de una
maquina de vapor, esto se lleva a cabo regulando la
admision de vapor.

EL MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE Y EL
MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME.

La posicion.

El movimiento armonico simple (MAS) se puede
relacionar con el movimiento circular de la manera
siguiente. Imagine una clavija P unida a una rueda
orientada con su eje perpendicular al plano de la
figura siguiente. La clavija estd una distancia A del
eje, y la rueda rota con velocidad angular constante
. Se proyecta la clavija sobre el eje horizontal (el
eje de x en la figura).

&
%,
P
A
a
Ent=0, laclavija en toda la trayectoria esta a la
derecha y la proyeccién esta en x = A.

La posicion de la proyeccion es
X = Acosd = Acoswt .

La velocidad.
La velocidad tangencial de la clavija tiene una

magnitud Aw, Yy su proyeccion en el eje x es
v=—Awsenwt como se muestra en la figura
siguiente.

La aceleracion.
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La aceleracion de la clavija (centripeta) es Aw?
dirigida como se muestra en la figura siguiente.

a=a?a

Qj
La proyeccion de la aceleracion en el eje de x es

a=—-Aw’coswt. Asivemos que la posicion en
el eje x exhibe el movimiento arménico simple
desde que las ecuaciones para x, v, y a son iguales a
lo obtenido arriba. Si en vez de fijar t = 0 cuando la
proyeccién estaba toda a la derecha, nosotros
hubiésemos elegido otro punto de partida con
ot =0, nuestras ecuaciones habrian incluido el
angulo de la fase ¢.

De la discusion anterior se puede ver porque se
designa con la letra @ a la velocidad angular, asi
como también a la frecuencia angular.

Ejemplo 3. Un punto material de 2,5 kg experimenta
un movimiento arménico simple de 3 Hz de
frecuencia. Hallar:

a) Su frecuencia.

b) Su aceleracion cuando la elongacidon es de 5 cm.
c) El valor de la fuerza recuperadora para esa
elongacion.

Solucion.

La pulsacién se relaciona con la frecuencia mediante
la expresion:

a) w=2xf=273=6xrad.

b) a=afs=(67)°0,05=17,8ms.

¢) F=ms=25.17,8=44,4 N. de prescinde del
signo “-*“ en la expresion de la aceleracion pues tal
signo Gnicamente indica que el sentido de esta
magnitud es contrario al de la elongacién.

Ejemplo 4. La amplitud de un mévil que describe un
MAS, viene dada, en funcion del tiempo, por la

., T .
expresion: Y = 2COS(7Z't + 4] (SI). Determinar:

a) Amplitud, frecuencia y periodo del movimiento.
b) Fase del movimiento en t = 2s.

c) Velocidad y aceleracion del mévil en funcién del
tiempo.

d) Posicion, velocidad y aceleracion del mévil ent =
1s.

e) Velocidad y aceleracién méaximas del movil.

f) Desplazamiento experimentado por el movil entre
t=0yt=1s.

Solucion.
a) Por comparacion con la ecuacion general

y = Acos(wt + ¢, )se deduce que:
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A=2m

w=rycomo w=2x; 7=2; f=05s"
T=1f=1/0,5=2s.

b) La fase viene dada, en este caso por
p=mt+rx/4;, $=2r+r/4=9x/4rad ¢

c) Derivando la ecuacion de la elongacion respecto a
la variable t tenemos la ecuacion de la velocidad:

T
v=-—"==-275en| zt+~ | (SI)
dt 4

d) Derivando de nuevo respecto a la variable t
obtenemos la ecuacidn de la aceleracién:

a= av_ —27%¢0s (zzt + ﬂj )
dt 4

Sustituyendo en las ecuaciones correspondientes:
y=-14142m. ;v=4,44 m/s.; a= 13,96 m/s’

e) La velocidad maxima se adquiere cuando el seno
del angulo vale 1;

Vs = £6,29m/s

y la aceleracion méaxima cuando el coseno del angulo
vale 1;

a, = +19,72m/s?

f) El desplazamiento Ay viene dado por la

diferenciaentrey parat=1eyparat=0.
El valordey parat=1esy; =-1,4142 m,
y parat=0es Y, =2cos /4 =1,4142m ;

Ay =-1,4142 -1,4142 =-2,83 m

Ejemplo 5. Sostengo con la palma de la mano
abierta una caja de fosforos. De repente comienzo a
mover la mano verticalmente con un movimiento
armanico simple de 5 cm amplitud y frecuencia
progresivamente creciente. ¢Para qué frecuencia
dejaré la caja de fosforos de estar en contacto con la
mano?

Solucion.

Cuando baja la palma de la mano, la caja de
fosforos, a partir de la posicion de equilibrio, se
encuentra sometida a la aceleracién de la gravedad,
g, constante en todo momento, y dirigida
verticalmente hacia abajo, y a la aceleracion
correspondiente al movimiento armonico simple:

o’y =4x*f %y dirigida hacia arriba y que
alcanza el valor méximo en el extremo de la
trayectoria: a,,, = A7 F2A apy .

Cuando esta Gltima aceleracion iguale o supere a la
de la gravedad la caja de fosforos dejara de estar en
contacto con la mano. Eso sucederé cuando:

Ar*f?A=g = f=2,235"
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Ejemplo 6. Un blogque descansa sobre una superficie
horizontal.

a) Si la superficie se encuentra en movimiento
armonico simple en direccion paralela al piso,
realizando dos oscilaciones por segundo. El
coeficiente estatico de rozamiento entre el bloque y
la superficie es 0,5. ;Qué magnitud debe tener la
amplitud de cada oscilacién para que no haya
deslizamiento entre el bloque y la superficie?

b) Si la plataforma horizontal vibra verticalmente con
movimiento armdnico simple de amplitud 25 mm.

¢ Cuél es la frecuencia minima para que el bloque
deje de tener contacto con la plataforma?

Solucion.

M

i

—
x = Asendm

f=z2cls = w=2xf =4r
X = Asenwt X = Asendrt
Su aceleracion es:

d*x
a=- =—Al6r’senot = a_, =16Ar>
dtz max
El blogue dejara de tener contacto con la superficie
cuando la fuerza de friccion que la sostiene fija al

piso sea menor que la fuerza de inercia, eso sucede

cuando ma,, = F;

mléAdmr
if—
JIzE
mMi6Az? = A= M8 _
b 1672
A= (057)(928) =0,031m
167
A=31mm
b)
»=0,025zen ar

y = 0,025senwt

Su aceleracion es:
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2
a= ?jtzx =-0,025m°senwt

= a,,, =0,0250

El blogue dejara de tener contacto con la superficie
cuando la fuerza de friccion que la sostiene fija al

piso sea mayor que el peso del objeto, eso sucede

cuando ma_, = Mg

TmD,UESmE
l
* Mg
M0,0250w? =mg = @? =9 _
0,025
=>w= L =19,8 rad/s
/0,025

f=3,15¢c/s

Ejemplo 7. Si la Tierra fuese homogénea y se hiciese
un conducto recto de polo a polo, al dejar caer por él
un cuerpo desde uno de los polos.

a) Demostrar que adquirirla un movimiento armonico
simple (MAS).

b) Calcular el periodo de este movimiento.

Solucioén.

a) La ley de la gravitacion universal nos dice:
2 M .
F=-G—-r

r

M m

X2

En modulo: F = -G

el signo menos nos indica que F va dirigida hacia O.
En nuestro problema M’ la masa encerrada dentro
del circulo de puntos de la figura. Si llamamos p a la
densidad de la Tierra, tendremos:

M'=Vp=%7zxsp
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Por la segunda ley de Newton:
— -
Y F=ma

Mm oo

F=-G =mx

X2
4770Gm
F = _£ X
3
K = 47oGm
3
El movimiento es, por tanto, vibratorio arménico
simple.
b) de periodo:

T= 27z\/E =27 3
k 47pG

Ejemplo 8. Si la Tierra fuese homogénea y se hiciese
en conducto recto como se indica en la figura, al dejar
caer por €l un cuerpo de masa m

a) demostrar que adquiriria un movimiento oscilatorio
armonico simple.

b) Calcular el periodo de ese movimiento.

Suponer que no existen rozamientos entre el cuerpo y
las paredes del conducto.

Luego: =—kx

De aqui

Solucion.

a) Llamando M a la masa de Tierra encerrada en la
esfera de radio r, obtenemos para valor del médulo
de la fuerza Fq que representamos en la figura:

My

-

Mm
FO:Gr_Z
dm M M,
Como:p:—z—:—
dv. VvV
r3
MZEMO

0
Sustituyendo, teniendo en cuenta que
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G%= mg, = GM, = g,RZ,
0
mg,r
RO
La fuerza responsable del movimiento es:

Obtenemos: F, =

mg,r X
F=-———senp, senp=—
R, v v R
De aqui
m
Fo—Y g
RO

El signo menos nos indica que va dirigida hacia abajo.
El movimiento es oscilatorio armonico simple.
b) de periodo

TZZH\/EIZﬂ' &:84 min
k \ 9

Ejemplo 9. Una barra pesada uniforme de masa m
reposa sobre dos discos iguales que son girados
continuamente en sentidos opuestos, como se
muestra. Los centros de los discos esta separados una
distancia d. El coeficiente friccion entre las barras y
la superficie de los discos es g, constante

independiente de la velocidad relativa de las
superficies.

Inicialmente la barra se mantiene en reposo con su
centro a una distancia xo del punto equidistante de los
discos. Al tiempo t = 0 se suelta. Encontrar el
movimiento subsiguiente de la barra.

Cc

.
|
: J
I
g
[

A

"
=

Solucion.
Aparato

Mmu.;\«_'ntt.'i

| |

Vista lateral

Vista posterior
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Diagrama de cuerpo libre de la barra

Las fuerzas actuantes sobre la viga se muestran en
dibujo siguiente. Los centros de los discos estan
separados una distancia d. Las fuerzas de rozamiento

son en sentidos opuestos.
WA
Fro
®C

N,
Fy

g
“il’ | f@‘ii’
X
._g+.\-ig__\{
d !

Aplicando la segunda ley de Newton;

F, =0: N,+N,-mg=0 1)

7. =0: —N1(9+x]+N2(9—x]:0
2 2

2

La ecuacién de momentos (2) se escribe con respecto
al centro de gravedad C de la barra, Despejando N; y
N, de (1) y (2), obtenemos

1 d 1 d
N,=—mg| ——X|, N,=—mg| —-+X
175 9(2 j 275 9(2+ j

Como Z F = ma, para la barra, obtenemos:

Fi,—F,=mXx = uN, — N, =mx

oo}

Simplificando:
o 2
X+ L) x=0.
d
Ecuacién correspondiente al movimiento arménico
simple, cuya frecuencia natural es @, €s

w, = ‘/ZTﬂg rad/s

La ecuacién del movimiento de la barra.
X = X, COS @,t
La barra se mantiene un moviendo oscilatorio

armonico simple sobre los discos que giran en
sentidos opuestos.

ENERGIA EN EL MOVIMIENTO ARMONICO
SIMPLE

Como oscilador arménico simple es un sistema
conservativo, la fuerza se puede derivar de la funcion
energia potencial.

__du
dx
U
Como F = —kx, tenemos: —— = kx
dx
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U=de=jkxdx=;kx2

La energia potencial del oscilador armonico simple
1

es U = —kx?
2

Como hemos visto es la energia de deformacion
elastica del resorte.
Como

x = Asen(at — @),y X, = A
Se tiene

U, = 1kA2
2

Por otra parte la energia cinética del oscilador
arménico simple es

o\ 2
K = Lmy? =1m[xj
2 2

Como

X = Acos(at — ),
Con

Xmax = Aw , se tiene

1 2

K ==mMXma =EmA2w2 :EkA2
2 2 2

La Energia mecanica total es:
E=K+U
= ;mAza)2 cos(ot — @) + ; kA? cos(at — @)

Como

2
w =

3 |=

E = ~KA? cos”(wt — ¢)+%kAzsen2(wt -9)

N |-

E= %kA2 = Constante

O sea que
E=K+U=K_, =U_.
PROBLEMA BASICO MASA - RESORTE
Resorte horizontal.

En nuestra primera referencia a este tipo de sistemas,
considerabamos que estaba compuesto por un solo
objeto de masa m sujeto a un resorte de constante k'y
longitud ¢ o a otro dispositivo equivalente, por
ejemplo, un alambre delgado, que proporciona una
fuerza restauradora igual al producto de cierta
constante k por el desplazamiento respecto al
equilibrio.

NNV
E__ e R | :

...... g

) S1ll e S

\ | |
I 1 1
r=-4 0 =4

Esto sirve para identificar, en funcion de un sistema
de un tipo particular sencillo, las dos caracteristicas
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gue son esenciales en el establecimiento de
movimientos oscilantes:

1. Una componente inercial, capaz de transportar
energia cinética.

2. Una componente elastica, capaz de almacenar
energia potencial elastica.

Admitiendo que la ley de Hooke es vélida, se obtiene
una energia potencial proporcional al cuadrado del
desplazamiento del cuerpo respecto al equilibrio

1
igual a E kx? . Admitiendo que toda la inercia del

sistema esta localizada en la masa al final del resorte,
se obtiene una energia cinética que es precisamente

1
igual E mv?, siendo v la velocidad del objeto. Debe

sefialarse que ambas hipotesis particularizaciones de
las condiciones generales 1y 2 y que habrad muchos
sistemas oscilantes en que no se apliquen estas
condiciones especiales. Sin embargo, si un sistema
puede considerarse compuesto efectivamente por una
masa concentrada al final de un resorte lineal
(“lineal” se refiere a su propiedad y no a su forma
geométrica), entonces podemos escribir su ecuacion
del movimiento mediante uno de estos dos
procedimientos:

1. Mediante la segunda ley de Newton (F = ma),
—kx=ma
2. Por conservacion de la energia mecanica total (E),

1mv2 +1kx2 =E
2 2

La segunda expresion es, naturalmente, el resultado
de integrar la primera respecto al desplazamiento X,
pero ambas son ecuaciones diferenciales del mo-
vimiento del sistema.
Vamos a aplicar la segunda ley de Newton (F = ma),
en el instante en que el resorte se a estirado una
longitud x

.

\

=
= 1
e

f o—x—|

: i
s

La figura a continuacion muestra el diagrama del
cuerpo libre de la masa.

) a

Aplicando la segunda ley de Newton (F = ma),
2

—kx=ma=m t2)(+kX=00m.)z+kX=O
.>Z+£x:0
m
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Cuando se vea una ecuacion analoga a éstas se puede
llegar a la conclusién de que el desplazamiento x es
una funcién del tiempo de la forma

X(t) = Asen(a)t — go), en donde @ = \/% siendo

K la constante del resorte y m la masa.

Esta solucion seguira siendo valida, aunque el
sistema no sea un objeto aislado sujeto a un resorte
carente de masa.

La ecuacién contiene otras dos constantes, la
amplitud Ay la fase inicial ¢, que proporcionan

entre las dos una especificacion completa del estado
de movimiento del sistema para t = 0 (u otro tiempo
sefialado).

Resorte vertical.

Hasta este punto hemos considerado solamente
resortes en posicion horizontal, los que se encuentran
sin estirar en su posicion de equilibrio. En muchos
casos, sin embargo, tenemos resortes en posicion
vertical.

.
‘.:|='. ‘.:I"

ot
a
=
g

El resorte tiene una longitud
original £, cuando se ata una masa
m a un resorte en posicién vertical,
el sistema esta en equilibrio cuando
el resorte ejerce una fuerza hacia
arriba igual al peso de la masa. Esto
es, el resorte se estira una longitud
AY¢ dada por

. i AL
kKAl=mg = M:Tg m

Por consiguiente, una masa en
un resorte vertical oscila
alrededor de la posicién de
equilibrio.
Aplicando la segunda ley de
Newton (F =ma),
—k(y +A¢)+mg =ma
= —ky —kAZ+mg =ma
Como KAZ =mg :
—ky =ma

2

d-y
dt?

|

E(P+AL)
b

4

3

=m +ky:Oom.);+ky:O
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(1] k
y+—y=0
m
En todos los otros aspectos las oscilaciones son
iguales que para el resorte horizontal.

y(t)= Asen(at — @)
El moviendo es armonico simple y la frecuencia esta

[k
dada por @ = ,|— , siendo K la constante del
m

resorte y M la masa.

Ejemplo 10. Una masa m se conecta a dos resortes de
constantes fuerza k; y k, como en las figurasa, by c.
En cada caso, la masa se mueve sobre una superficie
sin friccion al desplazarse del equilibrio y soltarse.
Encuentre el periodo del movimiento en cada caso.

Solucion.
a) Haciendo el diagrama de cuerpo libre.
F=inn F=lix F=lx

T T o]
Para cada uno de los resortes:
> Fo=ma,, F=kx, F=k,X,
Visto en conjunto la masa oscila debido a un resorte
equivalente: F =K, X, donde X = X; + X,

Luego, podemos escribir.

F F F 1 1 1

—=—t— =

k, k k, k  k Kk
_ klk2

© ok +k,

klkz
Conesto o= _|—————= VY
m(kl + kz)

m(kl + kZ)
klkZ

y k

T=2x

b) Haciendo el diagrama de cuerpo libre.
E_z x E

+R000000

F=lx

Hugo Medina Guzman

Para cada uno de los resortes:

D> F.=ma,, F, =kx, F, =k,X

Visto en conjunto la masa oscila debido a un resorte
equivalente: F =k X, ahora F =F +F,
Luego, podemos escribir.

kx=kx+k,x = k, =k, +k,

Conesto @ = M yT =27 _m
V' om (k; +k,)

¢) Haciendo el diagrama de cuerpo libre.

H=khx R

+ HOBOGOOO0 ™ +
Para cada uno de los resortes:

D> F.=ma,, F, =kXx, F, =k,X
Visto en conjunto la masa oscila debido a un resorte
equivalente: F =k X, ahora F =F +F,
Luego, podemos escribir.

k. x =k x+k,x = k, =k, +k,,

(kl+k2)yT:27Z' m
m (k, +k,)

¢ Cudl seria el periodo para el caso de la figura
siguiente?

F, F=lhx

(G

Conesto w =

Ejemplo 11. Al suspender un cuerpo de masa m de un
resorte de constante k;, y separarlo ligeramente de su
posicion de equilibrio, el sistema oscila con una
frecuencia f;. Si ahora este resorte se monta como
indica la figura, junto con otros dos, de constantes ks
= 2k; y ks = 4k, utilizando una barra de peso
despreciable, ;cual sera la nueva frecuencia propia del
sistema con relacién a la anterior? A es el punto
medio de la barra.

mg

Solucioén.



Movimiento Oscilatorio

Como k; es diferente k, , los estiramientos
de los resortes no son iguales, por lo tanto
no podemos considerar la suma de las
constantes como la constante equivalente
de la parte en paralelo.

En este caso vamos hallar directamente la
constante equivalente del conjunto.

Estira x Estira X
k 2
1 k,
g2 = mgi2
mgi2 tmgi2
Y g
mg
i Estira x,
3
mg

El estiramiento del resorte 1 es:

« = M9 /12 mg
= —_ 9
k, 2k,
El estiramiento del resorte 2 es:
. = mg/2 mg
2 = T, T
K, 4k,
El estiramiento del resorte 3 es:
m m
x, = Mg _mg
k, 4k,
Con el peso mg el resorte se estira
X, + X
— % + X,
m
Siendo X = —g

eq
Reemplazando x, X1, X, ¥ Xa:

mg _ mg
EZZk1 4k1+m=5mg
Keg 2 4k, 8k,
8
keq :gkl

La frecuencia del conjunto es:
k /
o= -3 = % =27 f
m 5m
1 [8k
=

27\ 5m
Como la frecuencia del resorte 1 es

(o1l
oz m
Obtenemos:

10
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L:\/§:1,26.
f, V5

Ejemplo 12. Un pequefio proyectil de masa 10 g que
vuela horizontalmente a velocidad 20 m/s impacta
plasticamente contra un bloque de madera de masa
190 g unido a un resorte ideal de constante 500 N/m
que se halla en posicion horizontal. Determine la
amplitud y frecuencia de las oscilaciones producidas.

Solucioén.

W, i
ﬁ gin

Por conservacién de cantidad de movimiento:

mv, = (m+M)y,

=V, = V,

(m+M)
(10 +190) s

Por conservacion de energia:

1m+M 2:lkA2:>
L(memp; - L

L (0,2kg )(ﬁ] - 1(5ooﬁ]A2
2 S 2 m

De aqui: A=0,02m =2cm
La frecuencia se obtiene de

w=24 = L =
(m+M)
po |k
27\ (m+M)
L0025,
27\ 02 ~«

Ejemplo 13. En el diagrama de la figura el resorte
tiene masa despreciable y una longitud de 20cm
cuando esté sin deformar. Un cuerpo de 2kg. Unido
al resorte puede moverse sobre una superficie plana
horizontal lisa. A dicho cuerpo se le ata un hilo que
pasa por una polea sin rozamiento y del cual pende
un cuerpo de 4kg. El sistema se halla inicialmente en
reposo en la posicidn representada y la longitud del
resorte comprimido es de 15cm. Se corta entonces el
hilo y el cuerpo de 2 kg empieza a oscilar con
movimiento armonico simple.
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i
kg

a) ¢Cual es el valor de “k”?

b) Hallar la ecuacion diferencial

c) Hallar la amplitud de oscilacién y la frecuencia
natural del MAS.

d) Hallar la energia mecanica del sistema.

Solucién.

a) ¢Cual es el valor de “k”?

[P,
48‘ 7 \—ah-
kix kg
1 =z
4
kg

dg
Ax=0,2-015 =0,05m
F = kAx
= i L —4(9’8) =784 N/m
AX  AX 0,05

b) Hallar la ecuacion diferencial

Al cortar la cuerda
, _h—4
2| a
B
1

Vamos a aplicar la segunda ley de Newton (F = ma)
al cuerpo de masa 2 kg en el instante en que el
resorte estd comprimido una longitud x

——

2

X+kx:Oom.>Z+kx=O

—kx=ma=m >
t

;+—x:0 = .>2+7—84x=0
m

11
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= x+392x=0
¢) La amplitud del movimiento es A = 0,05 m, la

frecuencia angular es @ = /392 = 19,8 rad/s

. o 198
La frecuenciaes; f =— =

2r 27
d) Hallar la energia mecénica del sistema.

%784(0,05)2 =0,98

=3,15¢c/s

E :EkA2 =
2

PENDULOS

Péndulo simple

Un ejemplo de movimiento arménico simple es el
movimiento de un péndulo. Un péndulo simple se
define como una particula de masa m suspendida del
punto O por una cuerda de longitud ¢ y de masa
despreciable. Si la particula se lleva a la posicion B
de modo que la cuerda haga un angulo & con la
vertical OC, y luego se suelta, el péndulo oscilara
entre B y la posicion simétrica B’.

Para determinar la naturaleza de las oscilaciones,
debemos escribir la ecuacion de movimiento de la
particula. La particula se mueve en un arco de circulo
de radio ¢ = OA. Las fuerzas que acttian sobre la
particula son su peso mg y la tensiéon T a lo largo de
la cuerda. De la figura, se ve que la componente
tangencial de la fuerza es

F, = —mgsené, donde el signo menos se debe a
que se opone al desplazamiento s = CA. La ecuacion
del movimiento tangencial es F, = ma, y, como la

particula se mueve a lo largo de un circulo de radio
£, podemos usar la ecuacion

dv dw d?e
a=—=R—= >~ = Ra (reemplazando
dt dt dt
R por £) para expresar la aceleracion tangencial.
d’e =

Estoes @, = EF = /0. Laecuacion del

movimiento tangencial es por consiguiente

mﬁb‘ =-—mgsené o ;9‘+3sen6 =0

Movimiento oscilatorio de un péndulo.
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Esta ecuacion no es del mismo tipo que la ecuacion

X+ @*X =0 debido ala presencia del sené Sin
embargo, si el angulo @ es pequefio, lo cual es cierto
si la amplitud de las oscilaciones es pequefia,
podemos usar la aproximacion sené =~ & vy escribir
para el movimiento del péndulo

0+909-0
¢

Esta es la ecuacion diferencial idéntica a la ecuacion

o
X+ @’X =0 si reemplazamos X por 6, esta vez
refiriéndonos al movimiento angular y no al
movimiento lineal. Por ello podemos llegar a la
conclusion que, dentro de nuestra aproximacion, el
movimiento angular del péndulo es arménico simple

con @° = % El angulo @ puede asi expresarse en

la forma @ = 6, cos(wt + @), el periodo de
oscilacion esta dado por la expresion

T:27z\/Z
g

Notese que el periodo es independiente de la masa
del péndulo. Para mayores amplitudes, la

aproximacion sené ~ @ no es valida.

Ejemplo 14. Calcular la tension en la cuerda de un
péndulo en funcion del angulo que hace la cuerda con
la vertical.

Solucion.

Para calcular la tension T, primero obtenemos la
fuerza centripeta sobre la particula,
F.=T-F,=T-mgcosé,

ya que, de la figura del péndulo simple, Fy esta dada
por mg cosé. Luego igualando esta expresion a la
masa multiplicada por la aceleracion centripeta

mv? /¢ (nétese que ¢ es el radio), con esto

obtenemos
2

T —-mgcosé = mv7

Para conseguir la velocidad usamos la conservacion
de la energia considerando como nivel 0, el punto de
suspension del péndulo:

%mv2 —mg/cos@ = -mglcosf, =
%mv2 = mg/(cos@ —cos b, )

Estoes, v* = 2g/(cos@ —cos#,)
y por lo tanto
T =mg(3cosd —2cosb,)

Péndulo compuesto

12
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Un péndulo compuesto (o fisico) es cualquier cuerpo
rigido que puede oscilar libremente alrededor de un
eje horizontal bajo la accidn de la gravedad. Sea ZZ’
el eje horizontal y C el centro de masa del cuerpo.
Cuando la linea OC hace un angulo & con la
vertical, el torque alrededor del eje z actuante sobre

el cuerpo es 7, = —Mgdsené, donde d es la

distancia OC entre el eje z y el centro de masa C. Si
| es el momento de inercia del cuerpo alrededor del

ejez,y a = 6 eslaaceleracion angular.
Aplicando la segunda ley de Newton para la rotacién

ZT = | & obtenemos:

— Mgdsené = | . Suponiendo que las
oscilaciones son de pequefia amplitud, podemos
suponer que Senéd =~ @, de modo que la ecuacion
del movimiento es

p—_Muod 05+Mnge=o

Péndulo compuesto.
Podemos comparar esta ecuacién del movimiento

.z 2
comparar con la ecuacion X+ o“x =0,
demostrando que el movimiento angular oscilatorio

Mgd

es armonico simple, con 0’ = T Por

consiguiente, el periodo de las oscilaciones es

T=2x /L
Mgd

Ejemplo 15. Un anillo de 0,10 m de radio esta
suspendido de una varilla, como se ilustra en la
figura. Determinar su periodo de oscilacion.

Solucién.
Designando el radio del anillo por R, su momento de
inercia con respecto a un eje que pasa a través de su

centro de masa C es | . = MR?. Entonces, si

aplicamos el teorema de Steiner (I o=lc+Md® )
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en este caso d = R, el momento de inercia con
respecto a un eje que pasa a través del punto de
suspension O es

| =1, +MR? = MR? + MR? = 2MR?,
Para un péndulo fisico o compuesto

T= 27z/ I , luego
2
T_og /ZMR T2 /ZR

Lo cual |nd|ca que es equivalente a un pendulo
simple de longitud 2R, o sea el didmetro del anillo.
Al reemplazar los valoresde R=0,10my g=9,8
m/s? obtenemos T = 0,88 s.

Ejemplo 16. En una caminata normal, las piernas
del ser humano o del animal oscilan libremente més
0 menos como un péndulo fisico. Esta observacion
ha permitido a los cientificos estimar la velocidad a
la cual las criaturas extintas tales como los
dinosaurios viajaban. ¢Si una jirafa tiene una
longitud de piernas de 1.8 m, y una longitud del paso
de 1 m, qué estimaria usted para el periodo de la
oscilacién de la pierna? (Cual seria su velocidad al
caminar?

Solucion.

Podemos modelar la pierna de la jirafa como un
péndulo fisico de longitud L que oscila alrededor de
un extremo. Su momento de inercia alrededor del

. 1 .2
punto de oscilaciones | = gmL

El periodo de un péndulo fisico es

1
~mL?
\ Mgd N
2

=225
_ Iongltud_del paso _ 1m :0’46m
periodo 2,25 S

Ejemplo 17. Considere una barra delgada con masa M
=4 kg y de longitud L = 1,2 m pivotada en un eje
horizontal libre de friccion en el punto L/4 desde un
extremo, como se muestra en la figura.

a) Encuentre (a partir de la definicion) la expresion
para el momento de inercia de la barra respecto del
pivote.

Hugo Medina Guzman

b) Obtenga una ecuacion que dé la aceleracion
angular o de la barra como funcién de 6.

c¢) Determine el periodo para pequefias amplitudes de
oscilacién respecto de la vertical.

Eje de rotacitn sin
rigrion L al
planc dela pagina

Solucioén.
a)

= Jream = [+ Mgp -
)

M 28L°%) 7ML?
3L\ 64 48

3L/er

b) r = _I\igLsenaz |,
= Msené? = —12—g<9
41, 7L
Para oscilaciones pequefias,
_ 12,
7L
T =2x lo =2 L
M L/4 12g
=1,68s

Ejemplo 18. Un disco pequefio delgado de masa m y
radio r se sujeta firmemente a la cara de otro disco
delgado de radio R y masa M, como se muestra en la
figura. El centro del disco pequefio se localiza en el
borde del disco mayor. El disco mayor se monta por
su centro en un eje sin friccion. El dispositivo se gira
un angulo @y se suelta

a) Demuestre que la rapidez del disco pequefio cuando
pasa por la posicion de equilibrio es

(1-cos#)

2
(M+ r +2J
m R’

b) Demuestre que el periodo del
movimiento es

2 2
T zzﬁ\/(M +2m)R? +mr
2mgR

v=2 [gR
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Solucion.

a) E = K + U = constante, Luego
I‘<arriba + Uarriba = Kabajo + Uabajo
Como Karriba = Uapajo = 0

1,,
Obtenemos mgh = 2 lo®, pero

h=R-Rcosé = R(1-cosd), a):g e

MR? mr? 2 .
| =——+——+mR". Sustituyendo
2 2
encontramos
2 2 2
ng(l—cosH):1 MR MR mR? V—Z
2\ 2 2 R
M mr? m
mgR(L—cos@)=| — + +— V2
g( ) (4 2R? 2] Y
v = 4R (1—cos@)
(w7
—t +2
m R
de aqui
v=2 laR (1-cos®)

b) Para un péndulo fisico

T=2x ! ,aqui M =m+ M ;
Mgd

d:mR+M(O) mR

Hugo Medina Guzman

uno, sentados en los extremos opuestos de la barra se
balancean. ¢ Cudl es el periodo del movimiento de
este sube y baja modificado?

Aan T

Solucion.
La ecuacion del péndulo fisico puede encontrarse
aplicando la segunda ley de Newton para la rotacion:

ZTO =l,a

—mgdsenéd =1,6 ,
M es la masa total del sistema.,
g la aceleracion de la gravedad,
d la distancia del punto de apoyo al centro de masa
del sistema.
I, es el momento de inercia del sistema con

respecto al apoyo (centro de oscilacién)

y # es el angulo que forma la linea que pasa por el
punto de apoyo Yy por el centro con la vertical cuando
el sistema esta oscilando.

(1] m d

Luego &+ g send = 0, para oscilaciones
(o}
** mgd
pequefias &+ g 60=0,
I (6]

. mgd

Deaqui @ = |——

IO
Reemplazando valores:
m =2(44) + 8,5 = 96,5 kg,

d- 2(44)(2,D)sen11° + 2((4,25)(1,05)sen11°

96,5

Luego

[MZRZ +mzf2+msz -038m
T=2x R

m
ko) lo = 2044)(21)" + 22 (425)21)
M +2m)R? + mr?
T=2¢ |t

- ”\/ 2mgR = 400,56 kgm’
Ejemplo 19. Problema del sube y baja. Una barra Luego:

de 4,2 mde longitud, 8,5 kg de masa tiene un doblez
de 202° en su centro de tal manera que queda como
muestra la figura. El doblez de la barra reposa sobre
un apoyo agudo. Los gemelos de masa 44 kg cada

o [965(08)038 o rad
400,56 s

14
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SISTEMAS DE PENDULOS Y RESORTES

Ejemplo 20. El sistema mostrado en la figura
consiste de una barra de masa despreciable, pivotada
en O, Una masa m pequefia en el extremo opuesto a
O y un resorte de constante k en la mitad de la barra.
En la posicién mostrada el sistema se encuentra en
equilibrio. Si se jala la barra hacia abajo un angulo
pequefio y se suelta, ¢cudl es el periodo de las

oscilaciones?
k
m
Solucion.

Supongamos al sistema desviado un angulo &

k%l
0 i
mg

t-.u| =
t-.u| =

Aplicando la segunda ley de Newton para la rotacion:

Zro =l,a

El resorte es el Gnico elemento que causa una fuerza
recuperativa, el efecto del peso de la masa esta
compensado por el efecto del estiramiento previo del
reste para poner al sistema en posicién horizontal.

- kx(gj cos@ = me2 9

4
Tenemos que X = (zjsene

Para angulos pequefios:
send~0 ycosd~1

2 (1] o0
Asi: —kiﬁzmﬁze = 9+L9=0
4 4dm

Ecuacion de moviendo armdnico simple con

w:JlL:DT:bnﬁm
4m k

Ejemplo 21. Problema del Metrénomo. El
metrénomo es un aparato para medir el tiempo y
marcar el compas de la masica

15
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La figura muestra un metrénomo y un modelo de
metrénomo.

Metrénomo vertical invertido La figura muestra un
metronomo invertido, donde la masa M se puede
situar entre los extremos Ay B. Despreciar el peso
de la barra rigida OAB. OA = ¢, 0B =10/, Ia
masa de la barra del péndulo se considera
despreciable.

a) Encuentre la ecuacion diferencial que gobierna el
movimiento cuando la masa M esté situada a una
distancia h del punto O.

b) Cual es la frecuencia natural de la oscilacion
cuando M estd primero localizada en Ay luego en B

Solucioén.
a)

Mg
D 7o =—2kx.Lcos0 - Mghsend = | ,a
Como: X = send, |, = Mh?:

‘0

dt?

—2k.¢*senécosé — Mghsend = Mh®

Con senf@ =~ @ , cosd =1y simplificando:

2 X 29 _gho=h?d
M
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b)con MenA: h=1/
5+(2k gj@ 0

M2 M 2k ) ¢

Con MenB: h=10¢
o[ 2K L 9 Y o
1OOM 10/

100M 6 10\

Metrénomo vertical derecho La figura muestra un
metrénomo invertido, donde la masa M se puede
situar entre los extremos Ay B. Despreciar el peso
de la barra rigida OAB. OA = ¢, 0B = 10/.

a) Encuentre la ecuacion diferencial que gobierna el
movimiento cuando la masa M esté situada a una
distancia h del punto O

b) Cual es la frecuencia natural de la oscilacion
cuando M esta primero localizada en A y luego en B

1OOM
2k

s ]
FFIFEEEA XINSIEERA

Solucioén.
a)

D 7o =—2kx.Lc0s 6+ Mghsend = |,

Como: X = /sené, —Mh2

—2k./?sen@cosé + Mgh.send = Mh? dte
Con senéd ~ @ , cos@ =1 y simplificando:
2 X 29 gho=n?5

M

16

Hugo Medina Guzman

b)con MenA: h=1/
5+(2k—g}9=0 =
M/

Con MenB: h=10¢

5+( 2K —9}9:0
100M 10/

2k g
100M 10/

2k ) _gMg
M ke

Metronomo horizontal

La figura muestra un metrénomo invertido, donde la
masa M se puede situar entre los extremos A 'y B.
Despreciar el peso de la barra rigida OAB. OA = /¢,

oB=107.

a) Encuentre la ecuacion diferencial que gobierna el
movimiento cuando la masa M esté situada a una
distancia h del punto O

b) Cual es la frecuencia natural de la oscilacion
cuando M estd primero localizada en Ay luego en B

AL R L

=
=
e
=
=
A
-
]
=
=
=
-
=
&
=
=
=
H
=
=
feal

Solucioén.
a)
h |
— £ —|
kﬂ.lT
. = - -
kAx Mg

Equilibrio estatico ) 7, = —2KAX/ + Mgh =0

El torque producido por los pesos de las masas es
compensado por los torques producidos por las
reacciones a las deformaciones previas de los
resortes. Luego la ecuacién dinamica es:
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D 1o =—2kx.Lcos6 = I,

Como: X = /sené, 1, = Mh®:

d’e

dt?

Con senéd =~ @ , cosd =1 y simplificando:

2K peg_n2g
M

(1] 2

0+ z—kg—z 0=0
M h

b) ConMenA: h=/

.6.’+[2kj0:0:>a):
M

ConMenB: h=10¢

1.9.+ (ije =0
100M
1 |2k

=S 0=—.—
10V M

—2k./*sen@cos @ = Mh?

2k

Ejemplo 22. Un cilindro de masa M y radio R se
conecta por medio de un resorte de constante k como
de muestra en la figura. Si el cilindro tiene libertad de
rodar sobre la superficie horizontal sin resbalar,
encontrar su frecuencia.

Solucion.
Por la ley de Newton
Aplicando la segunda ley de Newton al cilindro,

Hugo Medina Guzman

ZFzmaom;zz—kx—Ff

Donde F; es la fuerza de friccion,
Usando la segunda ley de Newton para la rotacion,

Zleot;,

I05=FfRo[lmR2) X |-F,R
2 R

Deaqui F, = 5 M X, sustituyendo esta expresién en la
ecuacion de la fuerza obtenemos

m;:—kx—lm; 0 Em.>2+ kx=0
2 2

y a)ozwf%rad/s

Por el método de la energia:

La energia total del sistema es la suma de la energia
cinética (traslacional y rotacional) y la energia
potencial; y permanece igual para todo tiempo,

E= (Ktraslacién +Krotaci()n) +U

1., °? 1, +°
Ktraslacién = 5 M x ) Krotaci()n = E Io 0
Donde el momento de inercia del cilindro es
1
| 0o == MR? ,
2

También RA=Xx y RO=xX
La ecuacién de la energia del sistema para cualquier
tiempo es

E
Como E = constante, — =0

dt
=(2M .>z+kxj>.<:0

Como X no siempre es cero, la ecuacion del

dE
dt

17
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movimiento es

§M.>2+kx=0 0 a)(,:w/ﬂrad/s A4
2 3M

Ejemplo 23. El disco homogéneo tiene un momento T=img
de inercia alrededor de su centro 1, = 0,5 kgm?y kré,
radio R = 0,5 m. En su posicion de equilibrio ambos r

resortes estan estirados 5 cm. Encontrar la frecuencia

angular de oscilacion natural del disco cuando se le

da un pequefio desplazamiento angular y se lo suelta. mg

k =800 N/m ] o
Para hacerlo oscilar hay que sacarlo del equilibrio

con un movimiento vertical de la masa m.

Solucién aplicando la segunda ley de Newton:
Como el peso esta compensado por el estiramiento
previo la Gnica fuerza actuante es producida por el

estiramiento adicional del resorte.

3
T T,

Solucion. 45
Usando la segunda ley de Newton para la rotacion, -

dr=1,0, - o

La tension inicial en cada uno de los resortes es kre
N T

(800 mj(o,osm) — 40N y

El cambio en tensidn es 800(0,50) = 4000, y

056 = [(40-4000) (40+4000)}0,5 Aplicando la segunda ley de Newton:

o 5+ 4000 =0 Para la masa m, Z F =ma
De la cual .
w, =~/400 = 20rad /s —T'=ma=mx

) _ _ Como X=r@, x=r60
Ejemplo 24. Determinar la frecuencia natural del o
sistema resorte-masa-polea mostrado en la figura. Luego T'=—mré@ 1)

Para el disco de masa M, ZT =la
la=1,0=T'r—(kro)r )

1 . .
Donde 1, = > Mr? es el momento de inercia de la

polea.
Reemplazando (1? En (2):

;Mr2 6= r(—mr:9.) —kr?6

:“ T
Solucion.

Equilibrio estatico: 1
El resorte tiene un estiramiento inicial igual a 6, y ( Mr? + mr2j9+ kr20 =0,

que produce una fuerza ero que equilibra al peso

mg. Finalmente @, = /Lrad/s
Osea kré, =mg M/2+m

Solucién por el método de la energia:
E = K+ U = constante
K = Khasa T Kpolea

18
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o2 02 L2 .2
K =Lmx +£I06 _Lirg +£I00
2 2 2 2

0 = Lot = Ly
2 2

Como la energia total de sistema permanece
constante,

%(mu):o 0

mr?90+1,00+kr’60=0

= é(mr2 0+ Iy 0+ krzﬁ) =0

Como t.9no siempre es cero,

(mrz :9.—1- l, :9.’—1- krzﬁj es igual a cero. Luego

kr?
I, +mr

= @, = Lrad/s
\/ M/2+m

PENDULO DE TORSION.

o+

Otro ejemplo de movimiento armonico simple es el
péndulo de torsién, consistente en un cuerpo
suspendido por un alambre o fibra de tal manera que
la linea OC pasa por el centro de masa del cuerpo.
Cuando el cuerpo se rota un angulo @ a partir de su
posicion de equilibrio, el alambre se tuerce,
ejerciendo sobre el cuerpo un torque 7 alrededor de

OC que se oponen al desplazamiento & y de
magnitud proporcional al angulo, 7 = —x€, donde
K es el coeficiente de torsion del alambre.

Aplicando la segunda ley del movimiento (para
variables angulares):

Zro=loa

Si 1, es el momento de inercia del cuerpo con
respecto al eje OC, la ecuacidn del movimiento

—xk0=l,a, con a=0,es
. . i
l,0=-x6 o O+—0=0
I0
Nuevamente encontramos la ecuacion diferencial del
MAs, de modo que el movimiento angular es

19
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K

;s s . 2 .

armanico simple, con @ = — ; el periodo de
0

oscilacion es

T :27z\/E
K

Este resultado es interesante debido a que podemos
usarlo experimentalmente para determinar el
momento de inercia de un cuerpo suspendiéndolo de
un alambre cuyo coeficiente de torsion K se conoce,

y luego midiendo el periodo T de oscilacion.

MOVIMIENTO ARMONICO EN DOS
DIMENSIONES.

Hasta ahora no hemos limitado a estudiar el
movimiento armonico de la particula o cuerpo
descrito por una sola variable, ahora permitiremos a
la particula, movimiento en dos dimensiones.

— -

F=—kr

La fuerza se puede descomponer en dos
componentes

F, =-kx, F, =-ky

Las ecuaciones del movimiento son:

‘>Z+a)02x:0, .);+a)§y:0

Donde como antes ¢ = k/m . Las soluciones son:
X = Acos(wyt — ), Y,y = Beos(ayt - B)

Luego el movimiento es arménico simple en cada
una de las dimensiones, ambas oscilaciones tienen la
misma  frecuencia pero tienen que diferenciar
amplitudes y fases. Podemos obtener la ecuacion de
la trayectoria de las particulas eliminando el tiempo t
entre las dos ecuaciones. Para esto escribimos:

Y = Beos|o,t —a —(a - B)]
= Bcos(w,t —a)cos(a — )
- Bsen(w,t —a Jsen(a — S)
Con

Cos(a)ot - a) =—y

> | x

sen(w,t — )= 1—(

j

2
yzgxcow— B 1—[)() seno
A A

> | =

Llamando & = (a — ) :

Elevada al cuadrado se transforma en:
A?y? — 2 ABxycos S + B*x? cos® &
= A’B%sen’s — B®x%sen®s
Que es:
B*x? —2ABcosd + Ay’ = A’B?sen’s
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T .,
Para 0 = iE , esta ecuacion toma la forma de una

elipse:

2 2
X
Xy
A? B?
En el caso particular e A=By & =+7/2,
tendremos un movimiento circular:
XZ + yZ — AZ
Otro caso particular es con 6 =0, en que
tendremos:

Bx? —2ABxy + Ay’ =0 = (Bx—Ay)’ =0,
expresion de ecuacion de una recta:

=1

B
=—,para 0=0
y A p
De forma similar para 6 = £7
B
y=——,para 0 ==rx

En la figura pueden observarse algunas de las curvas
correspondientes al caso A =B, cuando 0 =0,

S=rlbyS=nr/2

En general las oscilaciones bidimensionales no tienen
por qué ser las mismas frecuencias en los mismos
movimientos segun las direcciones x e y, de forma
que las ecuaciones se conviertan en

Xy = Acos(@,t—a), ¥, = Beos(a,t - )
y la trayectoria no es ya una elipse, sino una de las
Ilamadas curvas de Lissajous. Estas curvas seran

cerradas cuando el movimiento se repita sobre si
mismo a intervalos regulares de tiempo, lo cual s6lo

sera posible cuando las frecuencias @, y @, , sean
«conmensurables», o sea, cuando @, / @, seauna

fraccion racional.
En la figura a continuacion se representa uno de

estos casos, para el cual a)x/a)y = 2/3 (y asimismo,
A=By a = /).
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Curvas de Lissajous.

En el caso de que el cociente de las frecuencias no
sea una fraccion racional, la curva ser abierta; es
decir, la particula no pasara dos veces por el mismo
punto a la misma velocidad.

Medida del desfase entre dos sefiales

En un osciloscopio componemos dos MAS de
direcciones perpendiculares y de la misma frecuencia
, desfasados 6. Supondremos por simplicidad que
ambas sefiales tiene la misma amplitud A.

X =Asen(wt)

y =Asen(ewt + 9)

La trayectoria como podemos comprobar es una
elipse.

La medida de la interseccion de la elipse con los ejes
X e Y nos permite medir el desfase 6, entre dos
sefiales x e y.

a) Interseccion con el eje Y
Cuando x =0, entonces wt=0,0 = .
Yo = Aseno
Yo=Asen(z+ &) = - Aseno
Si medimos en la parte positiva del eje Y, tendremos
que sen 5= YA
En la pantalla del "osciloscopio" el eje X y el eje Y
esta dividido en 20 partes, cada division es una
unidad.
En la figura, A=10, e y, =5, el desfase 6=30°, 6 mejor
o=n/6
b) Interseccién con el eje X
Cuandoy =0, entonces wt=-5,06 (7 - 9).

Xo=- Aseno
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Xo=Asen(z - 5) = Asend
En la figura, A=10, e xo=5, el desfase §=30°, 6 mejor
o=nl6
c) Interseccion con x =A el borde derecho de la
pantalla del "osciloscopio™
A =Asen(wt) por lo que ot = z/2
y1 = Asen(z/2+5) = Acoso

En lafigura A=10y y; = 8.75, el desfase & » 30°, 6
mejor 5=n /6

Podemos comprobar que se obtiene la misma
trayectoria con el desfase 30° y 330° y también con
150° y 210°. Pero podemos distinguir el desfase 30°
de 1500, por la orientacién de los ejes de la elipse.

Medida de la frecuencia

Componemos dos MAS de direcciones
perpendiculares y de distinta frecuencia wx, y ay
.Supondremos por simplicidad que ambas sefiales
tiene la misma amplitud A y el desfase ¢ puede ser
cualquier valor

X =Asen(amt)

y = Asen(ayt+0)

La relacion de frecuencias se puede obtener a partir
del nimero de tangentes de la trayectoria en el lado
vertical y en el lado horizontal.

Numero de tangentes lado vertical

1) ntmero de tangentes lado vertical

X =
o, numero de tangentes lado horizontal

Ejemplo: en la figura
o, 3

w 2

Ejemplo 25. Dos movimientos vibratorios
perpendiculares de la misma frecuencia tienen sus
amplitudes en la relacion 2/3 y una diferencia de
marcha de media longitud de onda. Hallese la forma
del movimiento resultante.

Solucion.

Las ecuaciones de estos movimientos son:

x = Asenot; y = Asen(wt + ) =
A,senwt cos 7 + A,cosmtsens =— A,senmt

x A 2

y -A, 3

El movimiento resultante es segun la ecuacion
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y=-ox
2

Corresponde a una recta de pendiente -3/2.

‘_1"".

Ejemplo 26. Encuentre la ecuacion de la trayectoria
de un punto sometido a dos movimientos oscilatorios
armanicos rectangulares dados por las ecuaciones

X=3senowt; y = 55en(a)t — Zj
Solucion.

X = 3senwt = senwt =

w | x

N

Luego: COSwt = 1—(;)

y= 53en(a)t - Z] =

sen(a)t —”j =Y
6) 5

T T
senwtcos g + COS wtsen E =

HEEE=E

y 3x 1 x?
= S-—= "=

5 6 4 36
Elevando al cuadrado:
y'_208yx 3 1 x*
25 30 36 4 36
Simplificando:
y:_AByx % 1
25 15 9 4

Corresponde a la ecuacion de una elipse inclinada.



Movimiento Oscilatorio

E-'Ir

Ejemplo 27. Dos oscilaciones perpendiculares entre
si tienen el mismo periodo, la misma amplitud y una
diferencia de marcha igual a A/6. ;Qué oscilacion
resultante produce?

Solucion.

Una diferencia de marcha de 4 equivale a 2.

A
Una diferencia de marcha de g equivale a

2r A &
A6 3

Luego, las ecuaciones de los movimientos

componentes son:

x = asenot, y = asen(wt —z/3)

Trabajando con y:

y = asen[a)t —”j =
3

T VA
asenwt cos— — acos wtsen §

2 2

Elevando al cuadrado y simplificando:
3
y>+x° —xyzza2

Corresponde a la ecuacion de una elipse inclinada
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¥ :asen(cmﬁ —f 3}

1
i
s
T X = asendt

MOVIMIENTO ARMONICO AMORTIGUADO.

En el movimiento armonico simple la amplitud es
constante al igual que la energia del oscilador. Sin
embargo sabemos que la amplitud del cuerpo en
vibracion, como un resorte, un péndulo, disminuye
gradualmente, lo que indica una pérdida paulatina de
energia por parte del oscilador. Decimos que el
movimiento oscilatorio estd amortiguado.

El Amortiguamiento es causado por la friccion, para
una resistencia la viscosa tal como la fuerza
amortiguadora del aire, la fuerza amortiguadora
puede tomarse como proporcional de la velocidad.
Sea la fuerza de un amortiguador F, = -bv donde el
signo menos indica que esta fuerza tiene sentido
opuesto al movimiento del cuerpo oscilante:

Aplicando la segunda ley de Newton:

la

o] |55

ma = - ky - bv
my=—ky-by
.o . oo b . k
my+by+ky=0, y+—y+—y=0
m> m

y+2By+aly =0 ()



Movimiento Oscilatorio

m

Solucion de la ecuacion es de la forma y = e"
Reemplazando en la ecuacion obtenemos:
r’e" +2pre" +w’e" =0

Simplificando

r’+2pr+w’ =0

Las raices de esta ecuacion son:

=0yt =B -

Por consiguiente la solucion general de la ecuacion
(Nes

2_ 2 _[p2__2
y:e‘”‘[BeVﬁ “t L ce V! “’°t}

b
ﬂ_%'a)o_

Discusion de la solucién
2 2
a) Cuando @, > f

2 2 : . . . .
P —w; =lim, sunacantidad imaginaria y

y=e" [Be“”1t + Ce“”’“]

A A
Haciendo B=—e"” y C=—e™"
2 2
Obtenemos
y Ae_ﬂt|:ei(a)1t+5) n e—i(w1t+§) }
2

Expresion que se puede escribir usando las relaciones
de Euler como

y = Ae” cos(ajt + J)

Donde o, es la frecuencia del oscilador
amortiguado, aunque hablando estrictamente no es
posible definir la frecuencia en el caso del
movimiento amortiguado desde que este no es un
movimiento periddico.

La amplitud méxima del movimiento disminuye

debido al factor e

Yin
A ..

=]
\“‘
i

Este movimiento se conoce como
SUBAMORTIGUADO o poco amortiguado.

2 2
b) Cuando w; = f
2 2 -
B —w; =0 cantidad real
En este caso la solucion tiene la forma

y=(B+Ctle™”
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El desplazamiento decrece a su posicidn de equilibrio
sin oscilar en el menor tiempo posible, a este
movimiento se le conoce como CRITICAMENTE
AMORTIGUADO.

4

f

Pero para amortiguadores fuertes seglin lo mostrado
en la figura abajo, el periodo varia segun la amplitud
y el movimiento cambia considerablemente del
modelo arménico simple. El amortiguamiento critico
es la que lleva al oscilador al reposo en el menor
tiempo. Esto encuentra aplicaciones en instrumentos
donde es una ventaja el poder tomar una lectura
rapida del indicador. Es también Util por resortes en
asientos y amortiguadores de vehiculos.

¢) Cuando w? < f3°

2 2
BTy = o,

en este caso la solucidn tiene la forma
- t -yt
y =e”[Be" +Ce ]
En este caso tampoco existe oscilacion, pero se
acerca a la posicion de equilibrio méas lentamente que

el critico, a este movimiento se le conoce como
SOBREAMORTIGUADO

y

Ejemplo 28. Un péndulo se ajusta para tener un
periodo exacto 2 segundos, y se pone en
movimiento. Después de 20 minutos, su amplitud ha
disminuido a 1/4 de su valor inicial.

Si el movimiento del péndulo puede se representado

por @ = Bye " cos(27ft), ¢cudl es el valor de &

_ 1
Nota: e ™% ==

4
Solucioén.

a) 6 = 0,6 cos(2xft)
Para t=20x60=1200s

0: — goe—lZOOﬁ (1)
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~12008 _ 1 1,386

4

€ =€
—1200t = -1,386

= p=10_ 4001155
1200

=1,2x 10° N.s/m 6 kg/s.

Ejemplo 29. El cuerpo E de 32,7 N en la figura esta
asegurado a la varilla DF cuyo peso puede ignorarse.
El resorte tiene un médulo k = 100 N/m y el
coeficiente del amortiguador es b = 26,7 N-s/m. El
sistema esté en equilibrio cuando DF esta horizontal.
La varilla se desplaza 0,10 rad en sentido horario y
desde el reposo cuando t = 0. Determinar

a) la ecuacidén del movimiento de la varilla,

b) la frecuencia del movimiento.

Solucion.
La figura muestra el diagrama del cuerpo libre de la
varilla DF, desplazada en la direccion positiva.

Cuando el cuerpo esta en equilibrio, & y @ ambas

valenceroy T =T, = %(32,7).

D 32,7N

T=T,+k(1,50)

Fy=b(1,20)

Aplicando la segunda ley de Newton para la rotacion
con el desplazamiento y velocidad indicados en la
figura es:

1,2(32,7)-1,2(26,7)F, ~15T = 1,0
1,2(32,7)—1,2(26,7)(1,2 éj ~15[(1,5)32,7 +100(1,50)]

32,7
9,8
La ecuacién se reduce a

4.80+38.40+2250 =0
0

048,000+ 4690 =0.

De la forma

0+ 250+ 20 =0

Donde: 28=8 y @} =46.9
Cuya solucién es

L2) o
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0 = De " cos(awt — 4) y

0 = —Dawe sen(wt — ¢)— Dpe " cos(wt — ¢)
Con Dy ¢ constantes cuyos valores dependen de las
condiciones iniciales del movimiento (en este caso

parat=0, @ =01rad y ézO.
VB -ot|= /47 — 469

Por las condiciones iniciales

01=Dcos(-¢)=Dcosg (1)

0 = —Dasen(— ¢)— DB cos(- ¢)
= D(wseng — fcosg) @)

De (2) obtenemos

tan¢:£:—i: -0,72

y o= = 5,56 rad

w 5,56
= ¢=-0,62 rad
De (1)
p=22 _ 9 _g1orag
cosg 081

La ecuacion del movimiento es
6 =0,12e™ cos(5,56t - 0,62) rad
Correspondiente a un movimiento oscilatorio

subamortiguado cuyo grafico se muestra a
continuacion, la vibracién se amortigua rapidamente.

L 1 1 P |
0.2 0d4~__0%6 __—5g 10

Tiempo, segundos

Desplazamiento, radianes

—0.0ZI'

b) La frecuencia del movimiento es w = 5,56 rad/s.

Ejemplo 30. El sistema mostrado en la figura se
encuentra en el plano horizontal en equilibrio.
Consiste en una barra rigida indeformable de masa
M, ligada a dos resortes de constante k, y con una
masa en el extremo libre de magnitud “m”, sobre la
cual actlia una fuerza disipativa proporcional a su
velocidad F, = - b vy, Si se desplaza un angulo 0,15
rad en sentido horario y luego se le suelta.
Determinar:

a) La ecuacion de movimiento del sistema para
angulos pequefios de deformacién

b) Encontrar la ley de movimiento para cuando
k=1500 N/m, b =40 N s/m y M =3m= 3kg, ademas
£ =1,5m
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B!

i;
Solucion.
a)
&1 &x
£ :
.EI'J"{E

> 76 :—2kx1.€cose—bx.2 20cos0 =l o
Como:
X, =¢senf@ =10, X,=2(sen@ =200 =

X, =200

I :%M(zg)2 +m(2¢)* ycos@=~1:

—2K.0%0 — Ab? 0 =(%+ mjwé

oo b . k
o0+ 0+ =0
3m 3m
—+m 2l —+m
3 3
(1] b L] k
=>0+—0+—0=0
2m am

b) 8 = 6,6 cos(wt + @)
k

f 0= 0= [ -0

Cuando k =1500 N/m, b =40 N s/m y M =3m = 3kg,
ademas ¢ =1.5my el angulo inicial = 0,15 rad.

(40) 1500
p=, o) =10 = /375

1/102 375 N 275 =16,58

w =
0=0,e"" cos(16,58t+(p)

0 = ~106,6 ™ cos(L6,58t + ¢)
—16,586,e "*'sen(16,58t + @)
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Si parat = 0 se desplaza un angulo 0,15 rad en
sentido horario y luego se le suelta.

015 = 6, cos(p)
0 = -106, cos(¢p) —16,58,sen(p)

De estas ecuaciones obtenemos:
@ =-0,54rad y 6, =0,175rad

6 =0,175¢ ™ cos(16,58t — 0,54)

Ejemplo 31. Un bloque de 5,0 kilogramos se une a
un resorte cuya constante es 125 N/m. El bloque se
jala de su posicién del equilibrio en x =0 mauna
posicién en x = + 0,687 my se libera del reposo. El
blogue entonces ejecuta oscilaciéon amortiguada a lo
largo del eje x. La fuerza amortiguadora es
proporcional a la velocidad. Cuando el bloque
primero vuelve a x = 0 m, la componente x de la
velocidad es - 2,0 m/s y la componente x de la
aceleracion es +5,6 m/s%.

a) Calcule la magnitud de la aceleracion del bloque
después de ser liberado en x =+ 0,687 m?

b) ¢ Calcule el coeficiente de amortiguamiento b?

c¢) Calcule el trabajo realizado por la fuerza
amortiguadora durante el recorrido del bloque de
x=+0,687m ax=0m.

Solucion.

a) Forma facil

Como la ecuacion del movimiento es

mx+bx+kx=0
en x=+0,687m, Xx=0
Luego:

5x+125(0,687)=0 = x=a=-1718m/s*
Forma trabajosa
x = Ae ™" cos(wt — ¢)

x = —Afe " cos(wt — p)— Awe sen(wt — ¢)

X = AB*e " cos(wt — p)+ Awfe *sen(wt — §)
+ Awfe "sen(wt — ¢)— Aw’e " cos(wt — ¢)

= A(B? - 0’ e cos(wt — ¢)+ 2Awpe P sen(at - §)
Para t=0

e =1, cos(wt—@)=1y sen(wt—¢)=0
Luego: a = A(ﬂ2 —a)2)= Awg,

Reemplazando valores:
a=0,687(25)=17,18m/s

b) Forma facil
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Cuando el bloque primero vuelveax=0m, la
componente X de la velocidad es - 2,0 m/s y la
componente x de la aceleracién es +5,6 m/s°.

;+ b ;<+ kx =0
5(5,6)+b(—2,0)+k(0)=0
5(5,6)+b(-2,0)=0 = b =%:14m/s
Forma trabajosa ,

x = Ae ™ cos(wt — ¢)

X = —Afe "cos(wt — ) — Awe "sen(at — 9)
X = Al ~ 0 o #oos(at - §) + 2A0pe Psen(ot — )
x=0m, v=-20m/s,a=+56m/s’.

0= Ae ™" cos(wt — ¢) )
~2,0=-Awe?sen(at - ¢) (2)
5,6 = 2Ampe "'sen(wt—¢) (3)
3)/(2)

56 2Aape M sen(ot - ¢)

20 Awesen(wt—g)
5,6
= f="-=14
p 4,0
b
Siend =—
iendo S om

= b=2mpg =2(5)14)=14kg/s

¢) Enx=+0,687 m
E= %kAZ = %(125)(0,687)2 =295

Enx=0m E, :%mv2 :%(5)(—2,0)2 =10

AE= E,-E; =10-29,5=-19,5J
Trabajo realizado por la fuerza amortiguadora

OSCILACIONES FORZADAS

Las oscilaciones que hemos discutido hasta ahora son
las oscilaciones libres en las cuales el sistema se da
una cierta energia, y dejado solo. Por ejemplo, usted
podria empujar a un nifio en un columpio hasta cierta
altura, después dejarlo y esperar que el movimiento
termine.

Pero ésta no es la Gnica posibilidad; podriamos
también empujar en varias ocasiones el columpio a
cualquier frecuencia y que miramos a ver que
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sucede. En este caso decimos que tenemos
oscilaciones forzadas. Ahora hay dos frecuencias en

el problema: la frecuencia natural @, de las

oscilaciones libres, y la frecuencia productora @ de
las oscilaciones forzadas

Descripcion
Como observamos en un columpio, para mantener las

oscilaciones hemos de aplicar una fuerza oscilante al
oscilador amortiguado.

F= FL’J senw't

Sea F,senw't lafuerza oscilante aplicada,

siendo @ su frecuencia angular. La ecuacion del
movimiento serd ahora

> F=ma
.—ky.—b )./+ F.senw't = ma
m .);+ b §/+ ky = F,sena't

F‘,sencn'zl

ja
o] o

Expresamos la ecuacién del movimiento en forma de
ecuacion diferencial

.3;+ 23 )./+ o’y =Fseno't o? = k
m
28-2
m

La solucion de esta ecuacion diferencial es
complicada, y se compone de la suma de dos
términos

Y = Ae " cos(at + &)+ Dsen(e't +5'),
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donde D'y &' son constantes arbitrarias que han de
ajustarse a fin de satisfacer las condiciones iniciales y
o' es la frecuencia del oscilador amortiguado no
forzado.

Pasado un tiempo suficientemente largo, tal que

bt
2— >>1, el primer término de la ecuacion es
m

practicamente nulo y puede despreciarse frente al
segundo término. Asi, pues, la expresién:

Ae ™ cos(m,t + &) se denomina solucion
transitoria.

En cambio la expresion Dsen(a)'t + 5') se conoce
como solucidn estacionaria, y es la predominante

. 2m
siempre que se tenga t >> ? .

Para obtener las expresiones de Ay 0", se sustituye
y = Dsen(@'t + &") en la ecuacion diferencial, lo
que nos da:

_ F,/m
2 12 )2 2 2
\/ (a)o - ) +40°w
, 200
Yy tano'= %
W, — @
Fuerza
fmpulsora
E
E Oscilacion
EI f‘“‘ | transitoria
i I Oscilacion
! | i combinada
? I transitoria y
! : f estacionaria
! \\/. -

El comportamiento dependiente del tiempo real de un
oscilador armoénico amortiguado y forzado puede
resultar muy complejo. La figura muestra la
respuesta de un oscilador amortiguado frente a la

accion de una fuerza impulsora de frecuencia @' =
Y@, , suponiendo que el sistema esta en reposo

cuando la fuerza comienza a actuar. Obsérvese que
una vez eliminado el comportamiento transitorio,
Gnicamente persiste el movimiento estacionario con

frecuencia @’ .

Resonancia, aplicaciones.

Resonancia

Como la amplitud D de depende de «’, ésta puede
tomar diferentes valores, en particular, al valor de

27

Hugo Medina Guzman

@’que hace que D sea mé&xima, se le denomina
frecuencia de resonancia or.

El valor de @’ que hace méximo a D podemos
encontrarlo de la manera siguiente:

oD . .
: =0, derivando D e igualando a cero, se
aa) o'=wR
obtiene: @'= @, =-/w? —25°
|:I|
| 1" —--Poca
¢l Amortiado
.'.;-"“".Il
E ||:'II II'Ii
H 7\
J’“‘"
___/-—'—n, !
A ﬁ\K
Amortignado
fPIJ Frecuencia

]

En la figura se muestra la respuesta en amplitud de la
oscilacion forzada, en el estado estacionario. Como
podemos observar a partir de la férmula o la grafica,
la amplitud de la oscilacion forzada en el estado
estacionario disminuye rapidamente cuando la
frecuencia de la oscilacion forzada of se hace mayor
0 menor que la frecuencia propia del oscilador w,,.

En el caso ideal que no exista rozamiento, la
amplitud de la oscilacion forzada se hace muy
grande, tiende a infinito, cuando la frecuencia de la
oscilacion forzada @’ se hace préxima a la frecuencia
propia del oscilador ay,

En el caso de que exista rozamiento (£ >0) la
amplitud se hace méaxima cuando la frecuencia de la
oscilacion forzada o’ es proxima a la del oscilador
®o

Los efectos de la resonancia igualmente pueden
resultar indeseables o incluso  destructivos. El
traqueteo en la carroceria de un automovil o el
molesto zumbido en un alta voz estereof6nico se
deben casi siempre a la resonancia. Casi todos hemos
escuchado que una cantante de potente voz puede
romper el cristal al cantar a determinada frecuencia.
Igualmente conocida es la advertencia de que un
grupo de personas no debe marchar por un puente por
miedo a que la frecuencia de los pasos corresponda a
alguna frecuencia natural del mismo. Todos éstos son
ejemplos de resonancia.

Ejemplo 32. El extremo libre del resorte de
constante k, empieza en t=0 a oscilar

arménicamente con amplitud By frecuencia 40
alrededor de su posicion de equilibrio “P”.
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Haga el DCL del blogue y determine la ecuacion
diferencial que gobierna el movimiento del bloque.
Solucion.

Movimiento del punto P
X'= Bsenw't
—k,x—k,(x—x')=ma

ma+ (k, +k,)x =k, x'

m X+ (k; +k,)x=k,Bsenw't

;+(k1+k2)xzsz
m m

senw't

Ecuacidn que corresponde a un movimiento

armanico simple forzado.

X+ ol =0 '
Wy X = msena)t

CASO DEL PUENTE TACOMA

El puente Tacoma original era conocido como
"Galloping Gertie" debido a su balanceo,

comportamiento ondulado. Tenia una longitud de
1980 metros aproximadamente y fue abierto al trafico
el 1 de julio de 1940 uniendoTacoma y el puerto
Gig por carretera.

El puente era un disefio inusualmente ligero, los
ingenieros descubrieron, una peculiar sensibilidad a
los fuertes vientos. En lugar de resistirlos, como lo
hacen la mayoria de los puentes modernos, El puente
Tacoma tendia a sacudirse y a vibrar. Esto empeor6
progresivamente debido a los fenémenos armonicos.
Cuatro meses después de la inauguracion del puente,
hubo una tormenta con viento de 70 km/h en el area
alrededor del puente el 7 de noviembre de 1940. El
viento hizo sacudir puente violentamente de lado a
lado, y finalmente rompi6 el puente.

Este incidente sucedi6 debido a la estructura del
puente entrd en resonancia con la vibracion que
producia el viento. Nadie murio, pues el puente habia
sido cerrado debido a sacudidas anteriores. Este es el
méas conocido y estudiado de fallas por oscilacién
forzada, gracias a la pelicula y las fotografias que
registran el derrumbamiento.

Muchas veces necesitamos un sistema que no
transfiera eficientemente la energia. Un ejemplo es
un mecanismo para aislar de las vibraciones a
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aparatos sensibles. Una solucién comun al problema
de la vibracion consiste en fijar la fuente de vibracién
sobre un montaje elastico que amortigiie y absorba
los movimientos. Lo que quizas no sea tan obvio es
el hecho de que el problema puede agravarse con un
montaje elastico incorrecto. E1 aislamiento se
consigue al disminuir la frecuencia natural del
sistema con relacion a la frecuencia de la fuente
vibratoria. La razon por la que esta técnica funciona
es la menor transferencia de energia cuando la
frecuencia de la fuerza impulsora es mucho mayor
que la frecuencia natural del sistema.

Hemos fundamentado completamente  nuestro
analisis de la resonancia, asi como de la respuesta de
un sistema al movimiento forzado, en el
comportamiento de una masa unida a un resorte que
cumple con la ley de Hooke. Sin embargo, se aplican
los mismos principios y resultados generales a otros
sistemas oscilantes, sean mecanicos, eléctricos o de
otro tipo.

Ejemplo 33. Un equipo de ventilacion del sistema
de calefaccidn y aire acondicionado de un edificio se
monta firmemente en el techo y opera en forma
continua. Las vibraciones se transmiten a la
estructura del edificio y generan niveles de vibracién
inaceptables.

Para reducir la vibracion que se percibe abajo, se va a
fijar el equipo a una placa montada sobre resortes. El
eje del ventilador gira a 1800 rpm (revoluciones por
minuto) y la masa combinada de la unidad y la placa
de montaje (véase la figura) es de 576 kg.

=

¢ Cudl es la constante de rigidez apropiada para los
resortes usados para soportar la placa? Suponga que
se emplean cuatro resortes, uno en cada esquina.

Estrategia. El sistema de oscilacidn en este caso esta
compuesto por el motor, el ventilador, la plataforma
de montaje y los resortes. Una regla practica a la que
se recurre algunas veces establece que la frecuencia
impulsora, o perturbadora, debe ser por lo menos 3
veces la frecuencia natural del sistema. Para muchos
casos, resulta adecuado un factor de 5 vy, en
condiciones criticas, resulta conveniente un factor de
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12 o superior. Podemos conseguir estos factores
reduciendo la frecuencia natural del sistema. Si
elegimos una proporcién de 1 a 5, lo que corresponde
a una reduccion en la fuerza de las vibraciones en el
edificio de méas o menos 96%, la frecuencia natural
que se desea del sistema es

é (1800 rpm)( 27

—— |=127 Hz
60s/min

Solucion. Los resortes adecuados pueden elegirse

utilizando

1 1 k

T 27
Al resolver para la constante de resorte k, obtenemos
k = m2f)* = (576 kg)(12/s)* = 8,18 x 10° N/m.
Esta seria la mas grande constante de resorte
deseable si todas las masas se soportaran mediante un
resorte. Puesto que son cuatro en total, uno en cada

esquina de la placa de montaje, cada uno de estos
cuatro resortes tendrd una constante o rigidez de

1(8,18 x10°N/m)= 2,05x10° N/m

Ejemplo 34. ¢Cual debe ser la longitud del péndulo
en la figura para producir la amplitud maxima en el
carrito de 1,0 kg del carril neumatico si la constante
de resorte es k = 120 N/m?

Solucion.

La amplitud méaxima se alcanzara cuando el péndulo
oscile con la frecuencia de resonancia, en este caso
no hay amortiguamiento, luego la frecuencia de de

resonancia es: @ = @,

-

_mg _ (10)9.8) ~0,0817m =82 cm
K 120

Ejemplo 35. EI motor en la figura estd montado
sobre dos resortes, cada uno con modulo k/2 = 10000
N/m. EIl amortiguador tiene un coeficiente b = 140
N.s/m. El motor incluyendo la masa desbalanceada
B, pesa 170 N, y el cuerpo no balanceado B pesa 4,5
Ny esta localizado a 7,5 cm. del centro del eje.

a) El motor gira a 300 rpm. Determine la amplitud y
el angulo de fase (relativo a la posicion de B) del
movimiento resultante.

b) Determine la velocidad de resonancia y la
amplitud resultante del movimiento.
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b L7
- 2
4 2
7 L
1 “
7 %
-] [~
Z b 2
A & kSl
A5 2 2=V
T A SO s
Solucion.
F.o=mabe
fin i
Fy cosart
= by

a) Aplicando la segunda ley de Newton al
movimiento vertical.

Z Fy =ma,,
-F —F, + Fsenot =ma,

k k . oo
= - 5*5 y—-by+Fsenot=my
La ecuacién del movimiento es

oo . k k

my+b —+— |y =F.senwt
y+ y+(2+2jy .Sena
=m .3;+ b §/+ ky = F_senat

0 .);+ 23 )./+ oy = %sena)t

Donde m = 197:3) =17,3kg, b =140 N.s/m

b
- " -4
y B o

k=20000N/m y @, = \/E =34rad/s
m

w'= M =31,4rad/s

F. =meen”’= 45 (31,4)* =34 N

La solucién de la ecuacion es
y = Dsen(w't + &)
F./m

\/a) a)'2 +4a)'2ﬂ2

Con D=
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. 20' a) Aplicando la segunda ley de Newton al

ytand'=——— movimiento vertical.
Do — @ > F, =ma

Reemplazando valores: y y?
D= 34/17,3 -F —F,=ma,

347 —31,42 ) +4x31,4% x 47 Ry

\/( _3’ )+ xSLa X -k(y-y,))-by=my
= 7,8)(10 m= 7,8 mm Como yl =e Sena)'t
El angulo de fase . .
2x31L4x4 —k(y—-esenw't)—-by=m

tans = % 148 5 255,90 (y @'t)-by=my

La ecuacién del movimiento es

34> -31,4
b) La resonancia ocurre cuando

0'=wy =0l -25°
W =347 —2x 4% =335rad/s

m.);+ b §/+ ky = ke senat

0 .);+ 23 §/+ iy = Esena)'t
m

Donde
~335x%x60 320 b
Wp =, — =°<UTm m=10kg, b=100Nsimy f=——=5
. . 2m
La amplitud de resonancia es: i
D~ F./m k=1000N/m y @, = ,|— =10rad/s
\/( 2 2 )2 40 B2 m
@5 ~Wg) +AoRf 40x 27
_ 34/17,3 w'=——-—=419rad/s
\/(342 —3352 )2 +4x335% x 42 La solucion de la ecuacion es
=7.3%x10"°m =73 mm y= Dsen(a)t+5)
ke/m
. . _ con D= y
Ejemplo 36. El cuerpo D de la figura tiene una masa \/( 2 2 )2 42 32
de 10 kg y esta soportado por un resorte con una 0, —0" | +40" f
constante de 1000 N/m. El cuerpo en la parte . 20' B
superior da al resorte un movimiento arménico tano'=———
vertical por medio de la manivela que tiene una W, —@
velocidad angular de 40 rpm. La longitud de la Reemplazando valores:
manivela es de 1,30 cm. 1000x1,3x1072/10
a) determine la amplitud y &ngulo de fase del = -
movimiento de la masa D cuando el coeficiente de \/(102 —4,192) +4x419% x52
amortiguacién es 100 N.s/m y cuando se desconecta -
el amortiguador =141x10"m =141 cm
b) Determine el rango de valores de @ (si hay alguno) El 4ngulo de fase
que limitard al movimiento de la masa a 2 cm. 2x419x5
= tano'= ’ =0,51, §'=26,9°
Cuando b =0. 102 _4,192
Cuando se desconecta el amortiguador = 0.
o ke/m ,
Y, = esenat Con D=——— ytano'=0
o, —w

(0]
Reemplazando valores:

D _ 1000 x1,3x107%/10
Equilibrio 10% - 4,19
=158x107 m =1,58 cm
El angulo de fase
tano'=0,= 0'=0°
b) Determine el rango de valores de @’ (si hay
alguno) que limitard al movimiento de la masa a 2

cm. Cuando b =0.
La resonancia ocurre cuando

Solucioén.

30
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®'= w; =10rad/s
La amplitud D es infinita.

El valor de D con un valor maximo de dos se
encuentra con

ke/m
= ParaD=2cm
t(w, —0'")
D =%= 2x107°m
+(10° — ®°)
se obtiene @', =5,9rad/s y w',=11,6rad/s
D
cm
2 foemmme
:5,9 1:0 116 '
rads

D tiene como valor maximo 2 cuando

5,9rad/s < w'>11,6rad/s

Ejemplo 37. La relacion entre la fuerza aplicada a un
resorte y el alargamiento producido (ley de Hooke)
es: F =439 A¢ (todo en Sl): Si se suspende el resorte
de un extremo y se cuelga en el otro una masa m =
3,2 kg calcular:

a) la frecuencia propia de las oscilaciones.

b) Si existe un amortiguamiento debido a una fuerza
resistente F = -33v (velocidad) ¢cudl sera la
frecuencia y la ecuacion diferencial del movimiento?
c) Si ademas actlia una fuerza sinusoidal de amplitud
10 N vy frecuencia doble que la propia del oscilador
¢cudl es la velocidad maxima en las oscilaciones
forzadas permanentes?

Solucion.

a) Laley de Hookees: F=kA! — F=439 A¢
Luego la constante del resorte es k = 439 N/m

La frecuencia angular propia del resorte es:

k 439
Wy = |— = |—= =117 rad/ls
V m 3,2

La frecuencia propia o natural es:

w, 117
fo=—C=""""=1864Hz
2T 27

b) La ecuacidn del movimiento con fuerza resistente
es:

—kx—=bx=mx
Con k=439 N/m, b =33 N.s/my m=3,2Kkg:

_439%x—33bx =32

%+10,31x+137,2X = 0
Ecuacion de la forma

31

Hugo Medina Guzman

X+ 28X+ wix =0

Donde: 23=10,31 y a)02 =137,2
Cuya solucién es

x = Ae ™ cos(wt — ¢)

Con Ay ¢ constantes cuyos valores dependen de las
condiciones iniciales del movimiento y

2
(951 _ar

o= o] -

=10,52 rad/s
Observamos que es un poco menor que la propia del

oscilador @,

. o 1052
La frecuencia f = — ="T—

2 2
¢) Si ademas actda una fuerza sinusoidal de amplitud
10 N y frecuencia doble que la propia del oscilador
Aplicando la segunda ley de Newton al movimiento.

=1,674 Hz

D> F =ma = —kx—bx+ Fyseneo't =mx
La ecuacién del movimiento es
m X+ b x+ kx = F,seno't

oo . F
0 X+ 28X+ wix=—"senw't

m

Donde ademas de los valores conocidos, tenemos
Fo=10Ny w'= Za)0 =2 (11,71) = 23,43 rad/s.

La solucién de la ecuacion es
X = Dsen(a)'t + 5), la velocidad es

o _ Dw'cos(w't + 5)
dt
F'/m

con D= /2 y

\/(a)f —a)'z) +40"° p?

2

tan 5 = ZLﬂQ

w, —O
Reemplazando valores:
D= 10/3,2

V01,717 - 23,437 ] + 4% 23,43? x 5157

=6,54 x 10° m = 6,54 mm
Y la velocidad méxima es

Dw'= 6,54 x107°(23,43) = 0,153 m/s

Ejemplo 38. Para estudiar el movimiento de un carro en un
camino “encalaminado”, se puede usar el siguiente modelo:
El camino se representa por una sinusoide de amplitud A y
separacion entre crestas L.

El carro se representa por una masa M apoyada sobre un
resorte de constante de rigidez k y un amortiguador de
constante b (que representan a los 4 resortes y
amortiguadores, realmente existentes, con el objeto de
considerar Unicamente el efecto vertical). El carro avanza
con una velocidad horizontal v constante.
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a) Encontrar la amplitud y frecuencia del movimiento
vertical del carro.
b) ¢A qué velocidad entrara en resonancia?

Solucion.
a) El carro tiene oscilacion forzada debido al
encalaminado de la carretera. El encalaminado le produce
un movimiento vertical dado por la ecuacion:
, . . v Vv
y'=Asenw't,donde @'=2f ,con f =—=—.
A L
,1‘|
L
m —
: X
v
s :
e .
X
v P2 2
3 ay
k= =L
- - "

La ecuacion del movimiento vertical de la masa M se

obtiene de sz = |\/|a_y
—k(y-y)-by=My =

M .);+b§/+ ky = kAsen o't
.);+2ﬂ§/+a)§y::/'?sena)’t, con Zﬂzl\t/)l y

La parte importante de la solucion es la estacionaria
y =Dsen(@'t + &), con

D kA/ M ,
\/(a)f —a)'z)2 +45%0"
tanézia)lr2
w; — o

La amplitud del movimiento esta dada por D y la
frecuencia por @

b) Como @y = +|@} —23° = Zﬂ\li

Entrara en resonancia con la velocidad

L Lol -2p

2
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Nota: En la solucion consideramos para el amortiguador
solo el efecto del movimiento de la masa, para el resorte
consideramos el efecto del movimiento de la masa y el
producido por el calamonado. En el problema siguiente
consideraremos los dos efectos en los dos elementos.

Ejemplo 39. Para estudiar el movimiento de un carro
en un camino “encalaminado”, se puede usar el
siguiente modelo: El camino se representa por una
sinusoide de amplitud A y separacion entre crestas L.
El carro se representa por una masa m apoyada sobre
un resorte de constante de rigidez k y un
amortiguador de constante b (que representan a los 4
resortes y amortiguadores, realmente existentes, con
el objeto de considerar Unicamente el efecto vertical).
El carro avanza con una velocidad horizontal v
constante.

a) Encontrar la amplitud y frecuencia del movimiento
vertical del carro.

b) ;A qué velocidad entrara en resonancia?

-

'y

@

Solucion.

a) El carro tiene oscilacién forzada debido al
encalaminado de la carretera. El encalaminado le
produce un movimiento vertical dado por la

ecuacion: Y= Asenw’t, donde @'=2af , con
Vv Vv

A L

8-

v |
. m |
: X
¥y ! .
S s
<
B -k = ¥) Y_Y -5 ‘-;r )

La ecuacion del movimiento vertical de la masa M se

obtiene de Z Fy = May

N ndly-y) ., d%
—k(y-y)-b—r X _pmZ )
(y-vy) m e

— —ky+ky—by+by =My

dy

Con y=Asenw't y m y'=Awcosw't:

M .);+ b )./+ ky = kAsenw't + bw'cosw't
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Haciendo kA = Fyseng y bo'= F, cos¢,

Con ¢ = tan‘l% y F, = (KA] + (bar)’

M .);+ b )./+ ky = F,sengsenw't + F, cosgcos o't

M y+b y+ky = Fosen(o't +¢) =

§+£)’/+Ly —isen(a;'t+¢)
M M M

k

b 2
Con2f=— =
on 23 VRACIEY
§+ 23 )./+ wly = _II\:/(IJ sen(w't + @)

La parte importante de la solucién es la estacionaria
y =Dsen(o't+ ¢+ 9), con

F, /M
D= 0 - y
\/(a)j—a)'z) +45%0"
tang =22
o} — o

2 —
La amplitud del movimiento esta dada por D y la
frecuencia por o’

b) Como @, =-/@ — 25 L

= 27[1

Entrara en resonancia con la velocidad

Ve Lﬂ/a)g -2/

2

Ejemplo 40. La constante elastica de un resorte es 40
N/m. Un extremo esta fijo y en el otro hay una masa
m = 0,16 kg. Calcular:

a) la frecuencia propia de la oscilacién.

b) la ecuacion diferencial del movimiento sin
amortiguamiento.

¢) La energia para el oscilador si amortiguamiento
para amplitud de 0,02 m.

d) Si la masa se introduce en aceite se origina la
fuerza resistente viscosa F = - bv (siendo b el
coeficiente de amortiguamiento y v la velocidad).
Escribir la ecuacién diferencial del movimiento
amortiguado para b = 0,4 Ns/m.

e) ¢Cuanto tendria que valer b para que el
movimiento no fuese oscilatorio?

f) Para b = 0,4 expresar la amplitud en funcion del
tiempo.

g) Dar la frecuencia del movimiento.

h) Si b = 0,4 y ademas aparece una fuerza sinusoidal
de amplitud 0,5 N y frecuencia doble que la propia,
calcular la amplitud de la oscilacion y la diferencia
de fase con la fuerza aplicada

i) calcular la frecuencia de resonancia, y dar la
amplitud en este caso.
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j) escribir la ecuacion del movimiento completa y dar
la solucion general, indicando el tiempo para el cual
la amplitud del tiempo transitorio se reduce ala
mitad.

Solucion.

kK [40
= |— = [— =4 250 = 15,81 rad/
)@= 1016 racs

b) X+ wix=0 = X+250x=0
¢) La energia para el oscilador si amortiguamiento
para amplitud de 0,02 m.

E= %kAz = %(40)(0,02)2 =0,008 N

d) La ecuacion diferencial del movimiento
amortiguado para es:

—kx—bx=mx
Conk=40N/m,b=0,4N.s/my m=0,16 kg:

40X —0,4b X = 016 X
X+ 2.5 %+ 250X = 0

Ecuacion de la forma
X+ 28X+ wix =0
Donde: 28=25 y @ =250

e) ¢Cuanto tendria que valer b para que el
movimiento no fuese oscilatorio?
El movimiento es oscilatorio cuando

(ﬂz -} ) < 0 y no es oscilatorio cuando

(ﬂz—a)g)ZO 0,82 Za)(f
= B?>250= p>1581

De aqui b >15,81(2m) b > 5,06

Como b = 0,4, realmente hay oscilacion.

f) Para b = 0,4 expresar la amplitud en funcion del
tiempo.

La solucion de la ecuacion del movimiento es

x = Ae ™ cos(at — ¢)

2,5

La amplitud esta dada por Ae™”*, donde 5 =

Ns
= 1,25— y A depende de las condiciones iniciales.
m

g) La frecuencia angular del movimiento es:

W= /‘ﬂz_wg\ = [2;25]2—250

=15,76 rad/s

y la frecuencia f = 2£ = ]ij =251 Hz
T T

h) Si b = 0,4 y ademas aparece una fuerza sinusoidal
de amplitud 0,5 N y frecuencia

o'= 2w, = 2(15,81) = 31,62 radis
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m X+ b x+ kx = F,seno't =

0.16 X+ +0.4b X+ 40X = 0,55en3162t
De donde:
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La resonancia ocurre cuando

=0, =0} -2

0, =+/15,817 —2x1,25? =15,71rad /s
La amplitud de resonancia es:

X+ 2,5 X+ 250x = 3,125s5en31,62t D= Fo /m
o . 2 2V 2 p2
Ecuacion de laforma x+ 2 x+ w?x = isena)'t \/(a)o g ) +darf
m = 3,125

C;(“Xagos'z;'(on,ets 5) 5,817 ~15,712f +4x15,71? x1,252

= ot =249x10%m
Con D = Fo/m y j) escribir la ecuacion del movimiento completa y dar

B \/( 2 .2 )2 2 o2 la solucién general.
0, —@" ) +40" f La ecuacién completa del movimiento es.
t 5 _ 20)',8 X = Xiransitoria Xparticular
ano = 02 — La solucién particular es X = Dsen(w't + &)

Reemplazanodo valores: Y la solucion transitoria es
o 3125 x = Ae " cos(wt — ¢)

B \/(15 812 — 31622 )2 + 4(3162)2(1,25) El tiempo para el cual la amplitud del tiempo

- 414 ’x 10° m’ ' ' transitorio se reduce a la mitad es t'
D = 4.4 mm A_ o
El angulo de fase De tal modo que 2 Ae

2x31,62x%x1,25
tans = -— > > =—01054, = t'= In2 _ 0692 0,554's
15,81° - 31,62 B 1,25 ’
5 =-6,07°
i) calcular la frecuencia de resonancia, y dar la
amplitud en este caso.
PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Un oscilador arménico simple de 5 g de masa
tiene un periodo de 0,6 s y una amplitud de 18 cm.
Hallar el angulo de fase, la velocidad y la fuerza
aceleradora en el instante en que el desplazamiento
del oscilador es -9 cm.

Respuesta. Fase =120° o0 240°, v = 160 cm/s,
F=005N

2. Una nadadora de masa m est4 sobre una balanza
situada en el extremo de una palanca de salto, que
ella ha puesto previamente en movimiento arménico
simple con frecuencia angular @ y amplitud A =y,
(a) ¢Cual es la lectura de la balanza? (b) ¢En qué
condiciones se verd lanzada la nadadora de la
palanca?

Respuesta.

F, =mg-ma?®y, senaot

3. Una masa de 150 g situada en el extremo de un
resorte horizontal se ve desplazada 3 cm hacia la
izquierda de la posicion de equilibrio mediante una
fuerza de 60 N.
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a) Hallar la frecuencia natural angular @, .

b) Hallar la amplitud del movimiento subsiguiente si
se dejase de repente en libertad la masa.

c) ¢Cuales seran la posicion y velocidad de la masa
10 s después de haber quedado libre?

Respuesta. a) @, =115,47rad/s, b) A=3cm,

c) x = 0,492 cm a la izquierda de la posicién de
equilibrio, d) v = - 341,66 cm.

4. Un bloque descansa sobre una placa delgada que
ejecuta un movimiento armdnico simple vertical con
un periodo de 1.2 s. ;Cudl es la maxima amplitud del
movimiento para el cual el bloque no se separa de la
placa?

Respuesta. A =0,357

5. Una plataforma esta realizando un movimiento
arménico simple en direccién vertical con una

amplitud de 5 cm y una frecuencia de 10/7

vibraciones por segundo. En el punto mas bajo de su
trayectoria se coloca un cuerpo sobre la plataforma.
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a) ¢En qué punto se separard el cuerpo de la
plataforma?

b) ¢A qué altura ascendera el cuerpo por encima del
punto mas alto alcanzado por la plataforma?
Respuesta. a) y =2,5cm, b) 1,25 cm

6. Un alambre de longitud £, se alargaen 1077,

cuando se cuelga de su extremo inferior una cierta
masa. Si se conecta este mismo alambre entre dos

puntos A y B, alejados ¢ y situados en el mismo

plano horizontal y de su punto medio se cuelga la
misma masa, como se ve en la figura, ;cuél es la
depresion y en dicho punto y cudl es la tension del
alambre?

?
Respuesta. Y = 2—8 , tension = 5 x peso del objeto.

7. Una masa m se conecta a dos bandas de jebe de
longitud L, cada una bajo una tensién T, como se
muestra la figura. La masa se desplaza una pequefia
distancia y en forma vertical. Suponiendo que la
tension no cambia significativamente, demuestre que:

a) la fuerza de restitucion es - (2T/L) y

b) que el sistema presenta un
movimiento arménico simple con una

®=-/2T ImL

frecuencia dada por

8. Se observa que una fuerza de 0,1 N estira a una
determinada cuerda eléstica en 50 mm. Se suspende
de un extremo de la cuerda un objeto de 159 Y se
le hace adquirir una vibracién vertical tirando hacia
abajo de él y luego soltandolo. ¢Hasta qué punto
habra que alargar la cuerda con el objeto colgado
para que al alcanzar el punto mas alto de la vibra-
cidn no exista tension en la cuerda?

Respuesta. Ay = 7,5Cm

9. Una particula gira con celeridad constante en una
circunferencia de radio R.

a) Demostrar que sus proyecciones sobre los ejes
horizontal y vertical (sus componentes x e )
realizan movimientos armonicos simples con unas

constantes de fase que se diferencian en 7z/2. Esta
circunferencia se conoce como circunferencia de
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referencia correspondiente a la oscilacién horizontal.

b) Si el eje x representa el desplazamiento de un
oscilador armonico simple en unidades de la
amplitud A y el eje y representa su velocidad en
unidades de @A, demostrar que el grafico del mo-
vimiento en el plano xy es un circulo de radio
unidad.

10. Consideremos el oscilador armonico simple de 5
g de masa tiene un periodo de 0,6 s y una amplitud
de 18 cm.. a) Hallar la energia mecéanica total del

oscilador. b) ¢Cual es su velocidad inicial Vv, si el

desplazamiento inicial es 6 cm?
Respuesta. a) E =88,826x10" N

b)v, =177,7cm/s

11. En el instante t = 0 un oscilador armonico simple
con una frecuencia de 5 rad/s tiene un
desplazamiento de 25 cm y una celeridad de -10
cm/s.

a) Hallar la amplitud A de la oscilacion.
b) ¢Cudl es su constante de fase?

c) Si existe un peso de 10 g en el oscilador, ;cudl es
su energia mecénica total?

Respuesta. a) A = 25,08 cm, b) ¢ =94,6°,¢c) E =
78,625 x 10" N

12. Un oscilador arménico simple de masa 0,8 kg y
frecuencia 10/37 Hz se pone en movimiento con

Ky, =02y una
energia potencial inicial U, = 0,8J . Calcular

a) su posicion inicial.
b) su velocidad inicial.
c) ¢Cuél es la amplitud de la oscilaciéon?

Respuesta. a) X, = £0,45m,b) v, = +15m/s,
c)A=0,50 m,

una energia cinética inicial

13. Se cuelga de un resorte un objeto de 1g de masa
y se le deja oscilar. Para t = 0, el desplazamiento era
43,785 cm vy la aceleracion -1,7514 cm/s®. ;Cual es
la constante del resorte?

Respuesta. k=0,025 N/m

14. Una masa m cuelga de un resorte uniforme de
constante k.
a) ¢Cual es el periodo de las oscilaciones del
sistema?
b) ¢Cudl seria el periodo si la masa m se colgase de
modo que:
(1) Estuviese sujeta a dos resortes idénticos
situados uno junto al otro?
(2) Estuviese sujeta al extremo inferior de dos
resortes idénticos conectados uno a
continuacion del otro?
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T
—, 2T
\/E 0

15. Una masa m descansa sobre una mesa horizontal
sin rozamiento y estd unida a unos soportes rigidos

mediante dos resortes idénticos de longitud / sin

Respuesta. a) T, = 27{?:] , b)

deformar y constante k. Ambos resortes se estiran
hasta una longitud ¢ considerablemente mayor que

¢, . Los desplazamientos horizontales de m respecto

a su posicion de equilibrio se denominaran x (sobre
AB) ey (perpendicular a AB).

a) Escribir la ecuacién diferencial del movimiento
(es decir, la ley de Newton) que rige las oscilaciones
pequefias en direccion x.

b) Escribir la ecuacion diferencial del movimiento
que rige las oscilaciones pequefias en direccion y
(admitir que y <<1).

c) Calcular el cociente entre los periodos de
oscilaciones sobre x e y en funciénde £y /.

d) Si parat = 0 se deja libre la masa m desde el
punto x =y = Ag con velocidad nula, ¢cuéles son sus
coordenadas x e y en un instante posterior t?

e) Dibujar un gréfico de la trayectoria de m
resultante bajo las condiciones de la parte (d) si

=99,

2
T
Respuesta. c) X = (1 — KOJ , d)

12
2k
X = Ay cos{mj t,

Wo=%0%rw@ %q .

m/

16. Un resorte que tiene su masa M distribuida
uniformemente en toda su longitud tiene colgada una
masa M en su extremo inferior. Si el resorte se
alarga uniformemente cuando el sistema oscila,
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demostrar que cuando la masa suspendida se esta
moviendo con una velocidad v la energia cinética del
sistema viene dada por

K = 1(m +M]v2
2 3

Si el sistema masa-muelle realiza un movimiento
armanico simple, demostrar que tendra un periodo

M
m+—
3
k
17. Si la masa de las poleas mostradas en la figura es

pequefia y la cuerda inextensible, encontrar la
frecuencia natural del sistema.

Respuesta.
Y k.ks rad

dm(k, +ky) s
18. Una placa plana P hace un movimiento arménico
simple horizontal sobre una superficie sin friccion
con una frecuencia f = 1,5 Hz. Un bloque B descansa
sobre la placa, como se muestra en la figura, y el

coeficiente de friccidn estatico entre el bloque y la
placa es u = 0,60. (Cul es la maxima amplitud de

oscilacién que puede tener el sistema sin que resbale
el bloque sobre la placa?

Respuesta. A = 6,62 cm

19. Se observo que el periodo de un determinado
péndulo era T = 1,002 s al nivel del mar. Cuando el
péndulo se llevé a la cima de una montafa, el
periodo resultd ser T = 1,003 s.

a) ¢Qué altura tenia la montafia?

b) ¢Como se veria afectado por la altura un péndulo
de torsion?

Para h << Rt = g=go(1—21) Rr=6
RT
378,13 km

Respuesta. a) h = 6,36 km, b) no, excepto en el
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caso de que la resistencia del aire sea méas pequefia.

20. Un cohete que posee un empuje igual a cinco
veces su peso estd equipado con un reloj de péndulo
vertical. Se dispara el cohete en el instante t =0y se
eleva verticalmente. Después de 5 s se agota el
combustible. ¢Cual es el tiempo leido en dicho reloj
de péndulo si un reloj semejante en el suelo marca
15s?

Respuesta. t=21,2s

21. Un péndulo estd constituido por una pequefia
esfera, de dimensiones que consideramos
despreciables, cuya masa es M = 200 g, suspendida
en un hilo inextensible y sin peso apreciable, de 2 m
de largo.

a) Calcular el periodo para pequefias amplitudes.

b) Supongamos que en el momento de su maxima
elongacion la esfera se ha elevado 20 cm por encima
del plano horizontal que pasa por la posicion de
equilibrio. Calcular su velocidad y su energia cinética
cuando pase por la vertical.

¢) Supongamos que al pasar por la vertical el hilo
encuentra un clavo O' situado 1m debajo del punto de
suspension O y normal al plano de oscilacién.
Describir el movimiento  posterior de la esfera.
Calcular la relacion de las tensiones del hilo cuando
el péndulo alcanza sus posiciones extremas.

d) Calcular el periodo de este péndulo, tal como se
describe en b), para pequefias amplitudes.

Respuesta.

o by |2
a) T1—272'\/;—2ﬂ'\/;—2\/§s

b) v=-/2gh =/2x9,8x0,2 = 0,4m/s
)Ty _cosa L -h 2-02 112
T, cosp L,—2h 2-2x02

0 T:2(22+2

=+2+1=2,4s

22. Un aro delgado y uniforme de diametro d cuelga
de un clavo. Se desplaza un angulo pequefio en su
propio plano y luego se le deja libre. Suponiendo
que el aro no desliza sobre el clavo, demostrar que
su periodo de oscilacion es el mismo que el de un
péndulo ideal de longitud d.
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23. a) Una varilla homogénea delgada de longitud
£ oscila alrededor de un eje horizontal que pasa por
uno de sus extremos. Hallar la longitud del péndulo
ideal equivalente y situar el centro de oscilacion y el
centro de percusién.

b) Un disco macizo de radio R est4 oscilando con
una pequefia amplitud alrededor de un eje
perpendicular al plano del disco y situado a una
distancia r de su centro. ;A qué distancia r' sera
maxima la frecuencia?

R
2

24. Se sujeta una masa M en el extremo de un barra
uniforme de masa M y longitud L, la cual se pivota en
la parte superior Determine las tensiones en la barra
en el pivote y en el punto P, cuando la barra se
encuentra en reposo. Calcule el periodo de oscilacion
para pequefios desplazamientos del equilibrio y
determine el periodo para L = 2 m. (Sugerencia:
Suponga que la masa en el extremo de la barra es una
masa puntual.)

Respuesta. a) £, =:23€,b) r'=

F '
L
J
Respuesta.
T :4—7[ @ =2,68s.
3198

25. Un bloque clbico de 20 cm de arista esta
colgado por dos cuerdas de 15 cm de largo, como se
indica en la figura.

a) ¢Cual es el periodo de oscilacion cuando el
movimiento es paralelo al plano de la figura?

b) ¢Cuando el movimiento es perpendicular al plano

de la figura?
LY,

-

* 20 cm h(_//?
Respuesta. a) T =0,78s,b) T =11s

15 em

1

26. Un alambre delgado se dobla en forma de una
semicircunferencia de radio R. Se le hace oscilar en
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su propio plano alrededor de un eje perpendicular a
su plano y que pasa por el punto medio del alambre.
Hallar la longitud del péndulo ideal equivalente.

Respuesta. ¢/, = 2R

27. Un semicirculo de radio R y masa m esta
pivotado alrededor de su centro como se muestra en
la figura. Determinar su frecuencia natural de
oscilacion para pequefios desplazamientos.

!'\
Respuesta: @, = ;Tgrad/s
7

28. Un arco circular de diametro d se cuelga de un
clavo. ¢Cual es el periodo de sus oscilaciones
cuando las amplitudes son pequefias?

12
d
Respuesta. Zﬂ(j
g

29. Una tabla horizontal de masa m y longitud L se
pivota en un extremo, y en el extremo opuesto se
sujeta a un resorte de constante de fuerza k . El
momento de inercia de la tabla respecto del pivote es

1
§mL2. Si la tabla se desplaza un angulo pequefio 6

de la horizontal y se suelta, demuestre que se movera
con un movimiento arménico simple, con una

frecuencia angular dada por @ = 3% .

30. Un péndulo de longitud L y masa M tiene
conectado un resorte de constante de fuerza k a una
distancia h por debajo del punto de suspension.
Encuentre la frecuencia de vibracion del sistema para
valores pequefios de la amplitud (€ pequefio).
(Suponga que el soporte vertical, de longitud L, es
rigido, pero de masa despreciable.)
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mgL + kL?

Respuesta. @ = 3
mL

31. Un motor eléctrico estd apoyado por 4 resortes,
cada uno de constante K como se muestra en la
figura. Si el momento de inercia del motor alrededor
del eje central de rotacion es lp, encontrar la
frecuencia natural de oscilacion.

Respuesta.

k
®, =2a - rad/s
0

32. a) Se cuelga una bola de acero maciza del
extremo de un alambre de acero de 2m de longitud y
radio 1 mm. La carga de rotura del acero es 1,1 x 10°
N/m?. ¢Cuéles son el radio y la masa de la bola de
mayor tamafio que puede soportar el alambre?

b) ¢Cudl es el periodo de las oscilaciones de torsién
de este sistema? (Mddulo de cizalladucha del acero
= 8 x 10" N/m® Momento de inercia de la esfera

respecto a un eje que pasa por centro = 2MR2/5 )
Respuesta. a) 22 cm radio, 360 kg b) 66 s.

33. La lenteja de un péndulo de torsion como el de la
figura es un disco de momento de inercia
desconocido I. Su periodo es T = 3 s. Cuando se
coloca sobre el disco un anillo delgado de 3 kg de
masa y un radio de 10 cm, de forma que el hilo de
suspension pasa por el centro exacto del anillo, el
nuevo periodo de oscilacion es T = 4 s. Hallar el
momento de inercia I.

LA,

2

LS
Respuesta. | =0,0386 kg.m?

34. Un resorte de 20 cm de longitud cuelga de un
soporte fijo. Al colocarse una masa de 0,5 kg en el
extremo inferior la longitud aumenta a 25 cm. Al
poner en oscilacién el sistema se observa que en el
tiempo 7/0,65 segundos ejecuta 10 oscilaciones.
Analice y diga si el movimiento arménico es simple
0 amortiguado. Justifique.

Respuesta.
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k , 05x98 N

Wy =,|—, k="""""-98—, =
m 0,05 m

o= [38 _y4red
05 S

La frecuencia medidaes » =2 10 :13@

%,65 >

La diferencia se debe a que el movimiento es
amortiguado.

35. Se cuelga un objeto de masa 0,2 kg de un resorte
cuya constante es 80 N/m., Se somete el objeto a una
fuerza resistente dada por - bv, siendo v su velocidad
en m/s.

a) Plantear la ecuacion diferencial del movimiento
en el caso de oscilaciones libres del sistema.

b) Si la frecuencia con amortiguamiento es «@/2

de la frecuencia sin amortiguamiento, ;cual es el
valor de la constante b?
Respuesta. b) 4 N.s/m,

36. Se conecta un bloque de masa m él un resorte
cuyo otro extremo se mantiene fijo. Existe también
un mecanismo de amortiguamiento viscoso. Sobre
este sistema se han realizado las siguientes
observaciones:

(1) Si se empuja horizontalmente el blogue con una
fuerza igual a compresion estatica del muelle es
igual a h.

(2) La fuerza resistente viscosa es igual a mg si el
blogue se mueve con una cierta velocidad conocida
u.

a) Para este sistema completo (en el que se incluye
tanto el resorte el amortiguador) escribir la ecuacién
diferencial que rige las oscilaciones horizontales de
la masa en funcién de m, g, hy u.

Responder a las siguientes preguntas en el caso de

que. U :3\@:

b) ¢Cudl es la frecuencia angular de las oscilaciones
amortiguadas?
c) ¢Qué tiempo ha de transcurrir, expresado en

forma de un maltiplo de A/h/g , para que la energia

descienda en un factor 1/e ?

d) ¢Cual es el valor Q de este oscilador?

e) Este oscilador, inicialmente en su posicion de
reposo, se pone en movimiento repentinamente
cuando t = 0 mediante un proyectil de masa
despreciable, pero cantidad de movimiento no nula,
gue se mueve en sentido positivo las x. Hallar el

valor del angulo de fase o en la ecuacion
X = Ae A2 COS(a)t—é) que  describe el

movimiento subsiguiente, y representar x en funcion
de t para los primeros ciclos.
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f) Si el oscilador se impulsa con una fuerza
mgcoswt, siendo @ =-./29/h ;cual es la
amplitud de la respuesta del estado estacionario?

Respuesta. b) (%QJW c) 3 E : dQ=3
PR P zen ) ¥ ) |

&) 5=""1090h
2
37. Un objeto de masa 0,2 kg se cuelga de un resorte
cuya constante es 80 N/m. El cuerpo se somete a una
fuerza resistente dada por - bv, siendo v su velocidad
(m/s)y b =4 N.mfs.

a) Plantear la ecuacion diferencial del movimiento
en el caso de oscilaciones libres del sistema y hallar
su periodo.

b) Se somete el objeto a una fuerza impulsora
sinusoidal dad F(t) = Fy sen at, siendo Fo = 2N y
w= 30 rad/s. En estado estacionario, ¢Cual es la
amplitud de la oscilacion forzada?

T
5.3

38. Un Pontiac Grand Prix de 1550 kg se soporta
mediante cuatro resortes en espiral, cada uno con
una constante de 7,00 x 10* N/m.

a) ¢Cuadl es la frecuencia natural de este sistema?

b) El automovil vibra al rodar sobre los baches en
una autopista de concreto. Si los baches estan
separados 18,5 m, ;qué tan rapido se estd moviendo
el automdvil cuando la frecuencia de los baches esta
en resonancia con la frecuencia natural?

Respuesta. a) 2,14 Hz b) 39,6 m/s

Respuesta.a) T = S,b)1,3cm

39. Un motor pequefio de velocidad variable tiene
una masa de 9 kg se monta en una viga eldstica tal
como se muestra en la figura. El motor rota con una
masa excéntrica de 1 kg a5 cm. del centro del eje.
Cuando el motor no esta funcionando, el motor y el
peso excéntrico hacen desviar a la viga 1,25 cm.
Determine

a) la velocidad del sistema en la resonancia y

b) la amplitud de las vibraciones forzadas cuando el
motor esta funcionando en 300 rpm.

c) ¢Seria posible reducir la amplitud de la vibracion
forzada del motor en la parte

b) sujetando un peso adicional al motor? ¢Si es asi
qué peso se debe agregar para reducir la amplitud de
la vibraciéna 1,25 cm?

40. Un auto con amortiguadores en mal estado rebota
hacia arriba y hacia abajo con un periodo de 1,5 s
después de pasar por un hoyo. El auto tiene una masa
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de 1500 kg y se soporta mediante cuatro resortes de
igual constante de fuerza k. Determine el valor de k.
Respuesta. k =6580 N/m

41. Un blogue de masa m esta soportado por un
resorte de constante k el cual esta montado sobre una
base de peso despreciable sometida a un movimiento

arménico simple de arriba abajo A;senawt como se
muestra en la figura. Determine el movimiento del

blogue.
Ty
Respuesta.
2
x = Asen(w,t + @)+ ﬂsen(a)t +0)
o’ —of

k
W, = o A, @ y O dependen de las

condiciones iniciales.

42. En el sistema mostrado en la figura, si la masa
de la polea mostrada en la figura es pequefia y la
cuerda inextensible Encontrar:

a) La ecuacion de movimiento para cuando el
soporte A no tiene movimiento alguno.
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b) La ecuacion de Movimiento para cuando el
soporte A segun la siguiente ley  xp = X, coS(at).
(Sugerencia: noétese que la deformacién del resorte
puede expresarla como la diferencia de las
deformaciones de sus extremos)

¢) La solucion estable para el caso b.

T

Respuesta.
a) la frecuencia angular de las oscilaciones de la

k

m

masames: @ =—

o k 1
b) X+ —X=—Coswt
4dm 2m

¢) x = Dcos(at + &)

D:Z%m K

[l ., =
o’ — o’ ° 4m



