Capitulo 5

LIMITES DE FUNCIONES

51. INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es iniciar y familiarizar al alumno con
el concepto de limite, uno de los mas importantes del andlisis y que ha
permitido tratar en forma rigurosa ideas como las de derivada, conti-
nuidad e integracién de funciones.

En el capitulo siguiente se presentara el concepto de derivada de
una funcién donde se apreciard su vinculacién con el de limite de una
funcién en un punto.

En este capitulo sobre limites, se insistird principalmente en la
definicién misma de limite y en la técnica general de las demostracio-
nes que serd desarrollada a través de ejemplos sencillos y de la demos-
tracion de algunos teoremas bdésicos.

Se previene al alumno que no es comin el obtener una completa
comprensién de este concepto en un primer encuentro con éL
52. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

Esta vez, como en el caso de las relaciones reales nos referiremos
a funciones en donde, tanto el dominio como el rango son subconjun-
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tos de IR. Tales funciones se llaman funciones reales de variable real o
simplemente funciones reales. En este sentido una funcién real f es todo
subconjunto de IR>que cumple con la propiedad siguiente:

"dos pares distintos del subconjunto no pueden tener igual la primera
componente”.

La definicién dada permite asegurar que para toda funcién se
cumple la siguiente propiedad:

"ninguna recta vertical puede intersectar a la grdfica que representa a la
funcion en mds de un punto”.

& T |- :
] OMI’W HE. X
Fig. 5.1

/
Asi, de los conjuntos de IR? siguientes:
f=ly/y=4, g=y/y=x
h={x, 9/ ¥=x, s={y/ 2+yP=1,

s6lo los dos primeros cumplen con la definicién de funcién. Las gréfi-
cas correspondientes se indican en la siguiente figura:
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También, como en el caso de las relaciones reales, usaremos
preferentemente funciones que pueden ser definidas por ecuaciones lo
que nos permitird usar los resultados referentes a las relaciones defini-
das por ecuaciones.

La definicién de funcidn, también en este caso, nos permite esta-
blecer una correspondencia entre los elementos del dominio y los ele-
mentos del rango, de manera que a cada elemento del dominio le
corresponde un tnico elemento del rango. Esta correspondencia nos
permitié sin confusion alguna, denotar a un par (x, ¥) de una funcién
f, por (x, f (x)), es decir, escribir y = f (x). Si por ejemplo, la funcién es:

f=Ux, e R/ y=23x+4}
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podemos escribir simplemente
fx)=3x+4,
para referirnos a ella o, también
ffx —5 3x+4,

lo cual subraya la correspondencia que existe entre los elementos x del
dominio y los elementos f (x) = 3x + 4 del rango.

ALGUNAS FUNCIONES ESPECIALES

Definiremos a continuacién algunas funciones reales que se usan
a menudo.

/ La funcién identidad I, que se define con la regla de corresponden-
cia I (x) = x y cuyo dominio es el conjunto IR.

La gréfica de la funcién identidad es la recta que pasa por el
origen de coordenadas y cuyo dngulo que forma con el eje X, mide 45°.

/ La funcién constante, que se define como la funcién f cuya regla
de correspondencia es f (x) = ¢, ¢ constante, cuyo dominio es IR. Su
grafico corresponde a una recta paralela al eje de las X y que pasa por
el punto (0, c).

/ La funcién valor absoluto, es la funcién definida con la regla de
correspondencia f (x) = Ix! y con dominio IR.

/ La funcién raiz cuadrada, definida con la regla de correspondencia
f @ = Yx y cuyo dominio es el conjunto de los reales no negativos.

La gréfica de la funcién raiz cuadrada aparece a continuacién.
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Fig. 5.3

x¥

La funcién polinémica de grado n, con la regla de correspondencia

- n
f =a +a x+ ... +ax

dominio es el conjunto IR.

cona € IRya #0,y cuyo

“La funcién mayor entero definida con la regla de correspondencia

f (@) =1[x1, en donde

[xI=m meZsiy sblosim<x<m+ 1.

El dominio de la funcién mayor entero es IR y su rango,

La gréfica de la funcién mayor entero aparece a continuacion.
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Fig. 54 Y= |[x]|
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IGUALDAD DE FUNCIONES
Dadas las funciones f y g, se dice que f es igual a g y se escribe
f=g si el dominio de f es igual al dominio de la funcién g y
f (x) = g (x), para todo x del dominio comun.
OPERACIONES CON FUNCIONES REALES
Dadas las funciones f y g con dominios Dom (f) y Dom (g),
respectivamente, se definen la suma, la diferencia, el producto y el cociente
de f y g. Las notaciones que se usan son, respectivamente, f + g, f — g,
2. y flg . Las reglas de correspondencia son:
Para la suma:
F+9@W=f@W+gx® ¥xe Dom () N Dom (g).
Para la diferencia: '
f-22@W=f@-g® ¥xe Dom () n Dom (g) .
Para el producto:
) (@) =f(x) g (x) ¥x e Dom () N Dom (g).
Para el cociente:
fi) D =f /g &
Vxe Dom () n {xe Dom (g) / g (x) = 0}
Ejemplo 5.1. Dadas las funciones f y g definidas por:
fW=x+3x-4 V¥xeR

g=x-2 V¥YxelR,
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las funciones f + g, f — g, f¢ y f/g, tienen como reglas de corresponden-
cia y como dominios, los que se indican a continuacién:

fF+@W=f@+g@W=2+4x-6 Mx eR
f-9@W=fN-g@W=x2+2x-2 ¥x eR

f () =2 + 22 - 10x + 8 VxelR
(f/g)(x)=_x2_i3x2_—4 VxeR y x=2
x_

COMPOSICION DE FUNCIONES REALES
Ademds de las operaciones indicadas, revisaremos la composicion
de funciones, operacion que fue estudiada en secciones anteriores.
Dadas las funciones reales
f con dominio A y rango B y
g con dominio C C By rango D,

se denomina composicién de g con f y se denota gof, a la funcién cuyo
dominio consiste de los elementos x € A, tales que f (x) € C y cuya
regla de correspondencia es:

[gofl ) = g (f (x)
Ejemplo 5.2. Dadas las funciones f y g definidas por:
f (x) = x — 1 con Dom (f) = [-1, 4]
g (x) =22 -1 con Dom (g) = [0, 2],
hallar gof y fog. |
Solucién.
La regla de correspondencia de gof es:
gf ) =gf@N=g@x-1=-17-1
y su dominio,
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Dom (gof) = {x € Dom () / f (x) € Dom (g)}
={xel[-1,4/0<x-1%52

= [1, 3]
La regla de correspondencia de fog es:
fg D =f@=fG-1D=x-2
y su dominio,
Dom (fog) {x € Dom (g) / g (x) € Dom (f)}

xel0,21/ 1<x2-1<4)
[0, 2]

W on i

FUNCION INVERSA
Hemos indicado que dada una funcion biyectiva
f=1{x f &)/ x eDom ()}
la inversa de f,
f1=1{f ®, x / x eDom ()} ,

es una funcién que cumple con fof? = flof, que su dominio es el
rango de f y que su rango es el dominio de f.

Usaremos ejemplos para aplicar estos conceptos.
_Ejemplo 5.3. La funcién f definida por:
fW=3x+5 xelR
es una funcién biyectiva.
En efecto, f (x)) = f (x,) implica: 3x, + 5 = 3x, + 5 ; esto es:

X =X
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Esta prueba es suficiente pues es inmediato que f es suryectiva.

Se puede definir entonces, la inversa de f:
f1={Bx+5 x)/ xe IR}

Si escribimos y = 3x + 5, se tendra, despejando el valor de x,

y-5
3
y asi: fl={y, -5 /3, ye R

X =

Poniendo x en lugar de y, se obtiene:

fa (g 220

)/ xe IR}

Luego, la regla de correspondencia de la inversa la podemos
escribir como:

x -5

fix) = 3

La inversa de una funcién real f, por lo estudiado, puede repre-
sentarse grificamente, a partir del grafico de f. Su representacién gra-
fica es simétrica a la de f, con respecto de la gréifica de y = x (figura
5.5).

£ (x)
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Ejemplo 54. La funcién f definida por f (x) =\ x y con dominio
[1, 4] tiene como rango al intervalo [1, 2]. El dominio de la funcién
inversa de f tiene como dominio a [1, 2] y su rango es [1, 4]. La regla
de correspondencia es:

£ = 2

Las graficas de f y de f ' aparecen a continuacién.

A £ = x?

f{x)z=vx

Fig. 5.6

Ejemplo 5.5. Restringir el dominio de la funcién f definida por
f (x) = x¥* de tal modo que tenga inversa.

La funcién indicada tiene como dominio al conjunto IR y en tal
conjunto ésta no es inyectiva; sin embargo si restringimos el dominio,
por ejemplo, al conjunto

Ry ={xe R /x 20}

la funcién f, como funcién de IR*; en IR*, es una funcién biyectiva,
y como tal, tiene inversa. La regla de correspondenc1a de la funcién
inversa es:
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fr@=Vx x € IR,

Ejercicios 5.1

Hallar el dominio y rango de las funciones reales de variable real,
determinadas por las siguientes reglas de correspondencia. Repre-
sentar graficamente a cada una de las funciones.

a. f)=1/x

b. fx)=yx+1

c¢. fW=4-NV2x+3
d f@=2+2

e f@=(-2)»

f. f@)=-x+4P+2
g f= 2

h.  f(x = [3x]

i f@=1x-31+1
b f@=(x -3¢

k f@=x-37+5
L fx)=-x-3%+5
m f(x)=\x-5

n f@= \[x +3

o. f =1/x

pp f®=1/(x -3)

q f=[1/(x-3)]+2
r. fW=x/&-2)
s. f(x)=senx

t. f(x)=cos x

Sea f: [0, 1] —> IR definida por f (0) = 1 y para cada entero
positivo i sea f (x) = i si x € [1/G + 1), 1/1] .

Indique el dominio y rango de la funcién. Graficar f.

Dadas las funciones reales de variable real f, g y h, definidas por
las reglas de correspondencia
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f=2x+1 g@W=22+1 y h@=2x-x

describir las siguientes funciones, indicando su dominio, rango y
la regla de correspondencia.

a. f+g b glf c. f.g d fh

Dadas las funciones reales f y g, definidas por f (x) = 2 + 3x y

g (x) = \/x + 1, hallar:

a. (fog) (3)/

b.  (gof) (3)
¢. la funcién fog , indicando su dominio y su regla de corres-
pondencia.

En cada caso hallar la regla de correspondencia y el dominio de
fog 'y 8of.

a. f=2x+3 gx=x-1

b. fW=yx xelR, , g0y =2 xe[l,5

xsi0<x<1
c. f(x)=< , 8x) =x + 2
x—-1six>1

Decir si las funciones reales definidas por las siguientes reglas de
correspondencia, son biyectivas. Si su respuesta es afirmativa,
indique en cada caso, la funcién inversa.

a. f@=2x
b. ) =1/x
¢ f@=\x
d f@=x2+2

Dadas las siguientes reglas de correspondencia de funciones rea-
les, restringir el dominio de tal modo que ellas tengan inversa.

aa fW=x2+2 VYxe R
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53 IDEA INTUITIVA DE LIMITE

Veamos previamente a la definicién rigurosa, un ejemplo donde
se resalte la idea intuitiva de lo que significa 1imite de una funcién en
un punto. Consideremos la funcién f (x) = x2 + 1 (ver figura 57) y
analicemos el comportamiento de los valores de la funcién cuando los
valores de la variable se toman cada vez mdas préximos al valor cero:

H+

x +06+04]|%02

1 \iO.S

+ 0.1 | + 004 | £ 0.01 i

f=2x2+1 l 2 l 1.64 ‘ 1.36 i 1.16 l 1.04 ‘ 1.01 |1.0016 \ 1.0001 l

Se observa en el cuadro que conforme el valor x se acerca (tiende)
a cero, sea manteniéndose positivo o negativo, f (x) se acerca (tiende) al
valor 1. Més atin, podemos encontrar valores de f (x) tan proximos al
valor 1 como deseemos con solo tomar a x suficientemente préximo a
cero. En efecto, supongamos que se desee encontrar un intervalo que
contenga a cero, de manera tal que para cualquier valor de x dentro de
ese intervalo, siempre se tenga que el valor correspondiente de f (x)
difiera de uno, en valor absoluto, en menos de 0.002. Es decir, desea-
mos encontrar un intervalo de x tal que en dicho intervalo, para cual-
quier valor de x, se tenga: If (x) - 11 < 0.002.
)

0 .
-1-08 -0 -04 -02 4Lo,z 04 0F 08 1 ST -006 0 % 004
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En la tabla de valores calculada anteriormente, se aprecia que existe
més de un intervalo que cumple la condicién. Uno de ellos, por ejem-
plo, es el intervalo ]-0.04, 0.04[. En efecto, el mayor valor de f (x) en
este intervalo es menor que el que corresponde a los valores x = +0.04,
para los cuales se obtiene f (x) = 1.0016 o sea que If (x) — 11<!| f (0.04)
- 11 = 0.0016 < 0.002. Para cualquier otro valor de x entre -0.04 y 0.04
la diferencia If (x) — 1] permanecerd con mayor razén menor que 0.002.

El andlisis que se ha efectuado para el nimero 0.002 podria haberse
realizado en la misma forma para cualquier otro nimero positivo, por
pequefio que éste sea, permitiéndonos encontrar un intervalo que
contiene a cero y de manera que cualquier valor de x dentro del in-
tervalo determina un valor de f (x) tal que |f (x) — 11 sea menor que
el nimero dado.

Este andlisis del comportamiento de la funcién en las vecindades
del valor cero, nos permite asegurar que la funcién f (x) se puede
acercar al valor 1 cuanto se desee, con s6lo tomar el valor de x sufi-
cientemente proximo a cero. Es decir, el limite de la funcién f (x) = »*
+ 1, cuando x tiende a cero es uno.

Otro Ejemplo: consideremos la funcién:
- 25 -x2-3
m@ = ——m—
x -4

definida para todo x # 4 en el intervalo [-5, 5].

Para el valor x = 4 la funcién no estd definida. Sin embargo nos
interesa averiguar si existe un mimero al cual se acerca el valor de la
funcién cuando x se acerca al valor 4. El estudio se hace con mads
facilidad si racionalizamos el numerador:

(\/25—x2—3) (\/25—x2+3)
(x —4) (V25 — 2 + 3)
25 -2 -9

(x - 4) (\/25—x2+3)

m (x)
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16 - x? x-4)(x+4

(x -4 (V25 -2 +3) (x-4) NV 25-2+3)

- (x + 4
= —— ;x4

V25 - x2 +3

Puesta la funcién m (x) bajo esta forma, podemos observar que
cuando x se aproxima a 4, entonces su numerador se aproxima a -8 y

\

Qlx, 25-x2)

Fig. 5.8

su denominador a 6. Luego, para valores de x muy vecinos a x = 4, la
funcién m (x) tomara valores muy vecinos a —4/3. Podemos asegurar
que m (x) puede acercarse al valor -4/3 cuanto se desee con solo tomar
x suficientemente proximo a 4. Es decir, el limite de la funcién m (x)
cuando x tiende a 4 es —4/3.

Tenemos asi un ejemplo de una funcién que tiene limite cuando
x tiende a 4, aunque, como se ha visto, la funcion no estd definida en
x = 4.

Este ejemplo tiene una interpretacién geométrica interesante. Con-
sideremos la semi-circunferencia de ecuacién y =V 25 - 22 y el punto
P (4, 3) sobre ella. Sea Q (x, y) = (x, V25 — ?) un punto cualquiera de
la semi-circunferencia, distinto de P. La pendiente de la secante que
pasa por P y Q puede expresarse por la funcién m (x) del ejemplo:
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\’ 2
m (x) = »-_*r-3 ; ox # 4.
x -4

Al acercarse x al valor 4, el punto Q se desplaza sobre la circun-
ferencia aproximandose al punto P; la secante gira alrededor de P
tendiendo a convertirse en tangente a la curva en el punto P. Podemos
pues intuir que el limite de m (x) cuando x tiende a 4 nos da ¢l valor
de la pendiente de la tangente a la circunferencia en P, como posicion
limite de la secante que pasa por P y Q.

Como la pendiente del radio OP es 3/4, efectivamente la pendien-
te de la tangente a la curva en P (4, 3) es —4/3.

54 DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION

En los ejemplos anteriores hemos empleado varias veces las frases:
“acercarse cuanto se desee” y "suficientemente préximo”, cuyo significado
se dejo a la interpretacion del alumno. La imprecisién en el significado
de estas frases es lo que nos obliga a dar una definicion mds rigurosa
y precisa de limite.

Diremos que la funcién f tiene por limite L cuando x tiende al valor
a, si para todo mimero positivo €, existe un nimero positivo & tal que
If ) = L | <¢€ para todo x que cumpla la condicién 0 < Ix —al < &.

Si existe el limite anterior, escribiremos:

Hm. f (1) = L

X ->a

Nétese que la condicién 0 < |x — al < & representa geométrica-
mente, en la recta real, un intervalo abierto con centro en a, longitud
2% y al cual no pertenece el punto x = a:

Es importante observar que de acuerdo con esta aclaracién, para
estudiar el limite de una funcién en el punto x = 4, s6lo interesa analizar
(como se hizo en los dos ejemplos previos) el comportamiento de la
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funcién en puntos vecinos a x = 4, no dependiendo este limite para
nada del valor que la funcién puede tomar en x = 4. Mas atin, la
funcién puede no estar definida para x = a y sin embargo puede existir
el limite en ese punto.

Para entender mejor la idea de limite, es ttil dar una interpreta-
cién geométrica a la definicion.

Ejemplo 5.6. Consideremos la funcién f (x) = 3x — 2 cuya grafica
aparece en la figura 5.10.

Cuando x tiende al valor x = 2, f (x) tiende al valor 4 y podemos
asumir (luego sera verificado) que el limite de fen x =2 es L = 4, es
decir, im (3x - 2) = 4.

x — 2 .

Si realmente L = 4 es el limite, entonces para todo € > 0 debe
existir un 8 > 0 tal que If (x) - Ll = |(3x — 2) — 4] < ¢ para todo x
que cumple 0 < lx - 21 < 4.

Es decir, dado un & > 0, cualquiera, existe un intervalo la - 3§, a
+ 8 =]2 -39, 2 + 3 tal que para todo x en este intervalo (excepto
quizd x = 2), el valor de la funcién cae dentro del intervalo L — ¢, L
+ el = 4 — ¢ 4 + €], Geométricamente esto significa que dada una
franja horizontal de ancho 2¢ con centro la recta y = 4, debemos poder
encontrar una franja vertical de ancho 28 con centro la recta x = 2, tal
que la gréfica de f (x) = 3x - 2 en el intervalo 0 < Ix - 21 < § esté

integramente dentro del rectdngulo interseccién de las dos franjas
mencionadas.

Con la ayuda de la figura 5.10 podemos verificar, geométricamen-
te, que cualquiera que sea el € dado siempre podemos determinar un
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8, que en general variard con el ¢ que permita que la definicion de
limite se cumpla. Sin embargo, esto que se aprecia con claridad en el
dibujo, debe ser corroborado a través de un proceso analitico.

Asi, si nosotros imponemos a x la condicién 0 < Ix - 21 < §,
entonces:

If @ -4 = 1Gx-2) -4 =13x -6l =3 Ix-21 <3§.

Por tanto, cualquiera que sea € > 0 que consideremos, serd
- €
suficiente tomar & = — , para que cada vez que
3
£
0< |l x-21 <3 entonces If(x)-4l<30=3—=¢.
3

Esto comprueba que de acuerdo a la definicién, el limite de f
cuando x tiende a 2 es 4.

Ejemplo 5.7. Determinar el limite de la funcién

I3x2~8x+4

x -2
\5, six=2;

g = , Sl x #2
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cuando x tiende a 2.

Observemos que:
3-8 +4 (Bx-2)(x-2)
x -2 x -2

=3x-2paratodox#2.

Es decir g (x) es igual a la funcién f (x) del ejemplo 5.6 excepto
para x = 2.

Es evidente, por la definicion de limite, que dos funciones que
toman los mismos valores en una vecindad del punto x = a (intervalo
abierto conteniendo el punto x = g), tienen el mismo limite (si existe)
en este punto.

Luego, im g (x) = lim _f (x) = 4, donde f (x) es la funcién
x = 2 x =2

del ejemplo 5.6.

Y

&

Fig. 5.11
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Ejercicio: Determinar el limite de la funcién

] 2 si x no es entero

f )= \

1 si x es entero,
cuando x tiende a 3/2 y cuando x tiende a -2.
5.5 ALGUNOS TEOREMAS SOBRE LIMITES

Teorema 5.1. Limite de la funcién constante: f (x) = k.

Mientras no se determinen los limites de algunas funciones cono-
cidas y se establezcan los teoremas mas importantes, el tinico camino
que nos queda para calcular el limite de una funcién dada, consiste en
escoger un valor L que a priori asumiremos es el limite de la funcién
y luego aplicar la definicién de limite para probar que efectivamente el
L escogido es el limite buscado. Por supuesto que la funcién misma
nos da la pauta para escoger convenientemente el numero L.

Sea la funcion constante definida por: f (x) = k, para todo nimero
real x.

En este caso es evidente que el valor L que debemos asumir es
L =k

Debemos verificar que lim f (x) = k,
x —a
para cualquier nimero real a. O sea que dado un & > O arbitrario,

existe un & > 0 tal que si 0 < lx — al < & entonces |f (x) - k| <
€.

En este caso, muy particular, el valor de 8 > 0 por escoger puede
ser cualquier niimero positivo, por ejemplo & = 1. En efecto, dado € >
0, para todo x en el intervalo la — 1, a + 1[, se tendrd 1f (x) - k| =
lk-kl =0<e.

Teorema 5.2. Limite de la funcién identidad: f (x) = x.

Sea la funcién identidad definida por f (x) = x para todo x real.
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La gréfica de esta funcién es una recta de pendiente uno que pasa por
el origen.

Si un punto estd sobre la recta, entonces sus dos coordenadas son
iguales. Parece conveniente asumir que el limite de f (x) cuando x
tiende al valor a es justamente L = 4.

En efecto, dado € > 0 arbitrario, bastara tomar como § el valor §
= ¢ , entonces cada vez que se cumpla 0 < lx ~ al < § se verificard
que: If (x) - L1 = lx —al <8 = € esto comprueba efectivamente que

im f (x) = a
X > a

Teorema 5.3. Limite de la funcién lineal: f (x) = mx + b, m # 0.

Vamos a probar que im (nx + b) = ma + b

X > a
Observemos que: |f (x) - Ll = Ilmx + b — ma - bl = Imx —
ma | = Iml |x - al. Ahora bien, si Ix — al < § entonces queda | f (x)

- Ll < Iml & ; y sera suficiente escoger un d tal que Iml & < e. Por
ejemplo, podemos escoger

entonces si 0 < lx — al < & se tendra:

€
If @ -Ll = Iml Ix-al < Iml— =¢.
Iml

Teorema 5.4.

a) Silim f &

L y c es una constante cualquiera, entonces:

X a4
lim (¢f () =clim f@ =clL
x —a x-a
b) silim f&x=L y lm g (x =L, entonces
X a X =4
Im (fx)+g@=im f@&@+lm g=L +1L,
X ->a X > a X > a
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¢ Silim f@W=L y lim g@&-=1L, entonces
X a

X —->a
Im (f®.g0) =0Um f@ Um g =L, .L,
X —a X —>a X —=a

d) Silim f@®@=L , im gx=L,, y L,# 0 entonces

x - a x—a
lim (x)
f(x) X —>a f 1
Iim = =
x-a8 () Hm g ) L,
X —a

Efectuaremos las demostraciones de las partes a) y b) dejando las
dos ultimas demostraciones para un curso posterior.
Demostracion de la parte a):

Asumiremos ¢ # 0 puesto que si ¢ = 0 entonces cf es la funcién
constante nula cuyo limite fue calculado por el Teorema 5.1.

Consideremos un &£ > 0 cualquiera. Deseamos probar que existe un
& > 0, (escogido convenientemente y en general como funcién de €) tal
que:

lef (x) — cLl < & siempre que 0 < lx —al <&

Por la hipltesis se tiene que lim f (x) = L. Luego, dado un
X —>a

€
nimero positivo cualquiera, por ejemplo €, = o existe 5, > 0 tal que
c

€
If x) - LI <8l=m para todo x tal que 0 < lx —al < 3, .

El 8 que buscamos para la demostracién lo tomamos & = 8.
entonces, cada vez que 0 < Ix —al <8 = & se tendrd Icf (x) — cL |

£
= lcllf (@) - L1 < Icl g = Icl.ﬁ = ¢, relaciébn que teniamos que
c

probar.
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Demostracion de la parte b):

Debemos probar que para todo € > 0 existe 8 > 0 tal que |f (x)
+ 8 () - (L, + L)! < € siempre que 0 < Ix - al < d.

Por hipétesis, dados €, y €, nimeros positivos arbitrarios, existirin
numeros positivos 8, y 8, dependientes en general de ¢ y €, respecti-
vamente, tal que |f (x) ~ Ll < ¢ siempre que 0 < lx —al < 3§, ,y
lg(x) - L,I < g, siempre que 0 < Ix —al < 9,

Si escogemos

€
g =¢ = > y 8 = minimo {3, , §,} , entonces cada vez
que 0<lx-al <3 setiene: 0 < Ix-al <3 yO< Ilx-al <
€ €
3, y por tanto |f (x) - LI <el=-—-i- y lg @ - L} <£2='2—'

Ademds también se tiene que: |(f (x) + g(x)) - (L, + L)| = I(f (x) -

€ €
LY+ @ -L)l < 1f@)-LI + 1g(x - Ll <o v =g que

es lo que tenemos que demostrar.

Los cuatro teoremas anteriores son bdsicos en el proceso del cal-
culo de limites de funciones 0 en la demostracion de nuevos teoremas
que son consecuencia de los primeros. Este es el caso de los dos teo-
remas siguientes:

Teorema 5.5. Si lim f (x) = L y n es un nimero entero positi-
vo, entonces x—oa

im [f @WF =[lim f @k = L°

X >4 X —a

[f @ =f&.f® .. f ), n veces. Aplicando la parte ¢ del

teorema 54 se tiene: lim [f (" = lim f (x). lim (f (x) ... f (x))
X —>a x> a x —>a n-1 veces

= L lim (f @ ... f ).

X —>a n — 1 veces
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Aplicando nuevamente el teorema 3:

Im [f@PIr=L2.lim f & ..f (&) . Comon es finito, si
x-a x ->a n - 2 veces

seguimos procediendo en la misma forma, obtendremos:

lim [f ) = L°

X —>a

La demostracién puede también efectuarse utilizando induccién.
Caso particular: lim x* = a" .

x —>a

En efecto, ya probamos que lim x =a . Luego por el Teore-

ma 5.5, im x* = g . xr—>a
X = a

Teorema 5.6. Limite de una funcién polinémica. Si P (x) es una
funcién polinémica, entonces

lim P (x) = P (xp

X =X,

Aplicando los teoremas anteriores tenemos:

im P (x) =lm @, +ax+ .. +ax") =
x—-axo x-—)xo

=lim a, + lim @x) + ... +lm @x") =
X X, x =X, X X,
- n -
=a,+ ax,+ ... +ax" =P (x)
Un ultimo teorema que no demostraremos pero si lo enunciare-

mos por su utilidad en los ejercicios sobre limites, es el siguiente:

Teorema 5.7. Si lim f (x) = L > 0, entonces
X = a
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a)

b)

(9]

lim f @ =\lm f@=\L
X —>a X —a
Ejemplo 5.8. Calcular los siguientes limites:

Hm @# + 3t + 2)

lm 42 + 3t + 2 _t0 2 1
too B +2-6 im (B +2-6) -6 3
t—>0
i 4x - 32 + 84° x (4 - 3x + 829
lim = lim =
x>0 2x - 522 x -0 x (2 -5x)
Iim 4 - 3x + 819
x>0 _ 4 -2
lim @ - 5% R
x>0
HIm (2 +x-6)
" ¥»+x-6 x -2 0 ¢
im = - —
r2 -4 im 2 - 4) o T
x -2

indeterminada’ que debe evitarse por algin artificio algebraico.

Por ejemplo:
2+x-6 x-2)(x+3) x+3 .
= : = six#2
x2 - 4 (22 (x +2) X+ 2
Luego:
X2+x-6 x+3 5
Iim ——— = lim = —
x—o2 x2 -4 x—2>2x+2 4

Se dice que una funcién es indeterminada cuando para algiin valor de la variable
toma una de las formas siguientes:
0 o

01‘,‘1

0 0o, (+00) — (+o0) , 0° , «° , 1=, donde « puede ser + o & —m.

En los cursos de Anilisis se estudian métodos para levantar la indeterminacién
cuando algunas de las formas sefialadas se presenta al calcular un limite. El método
méas empleado hace uso de la derivada y fue establecido por el matemético fran-
cés Guillermo de L'Hospital.
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2 +2x -3 ®P+2x -3
d) Iim —_— Iim ——mm— =
x =2 x2+5 x=2 xX+5
Hm & + 2x - 3) ,
x =2 _ 8+4—3__l
Hm (x® + 5) 4 +5

x - 2

o 1im1(\[¥-1)
x_

X =
e) lim = — = — , forma indeterminada.
x->1 x-1 hml(x-l) 0
x -

o

Como

x -1 Jx-1 1
x=1  (Jr-D(Je+1 e+l

entonces

Jx -1 1 1
= Im

, siempre que x # 1,

Hm = Il =
x->1 x-1 x—)l\/;—+1 2

22~ g2
) Iim = — , forma indeterminada .
x> 4a x3 _ a3 0
2 - x+a (x-a X+ a
Como = =
2 - g P +ax +a) (x—a) 2+ ax + &

si x # 4, entonces:

. 2 - a? , X+ a 2a 2
Iim = lim = =
x> ae _ g xoa 2 +ax + a 32 3a
siaz#0
X +x=-2 . .

g lim ——— = — , forma indeterminada .
x—-»1 (x-1)2 0
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x2+x=-2 (x-1)(x + 2) x + 2
Como = =

(x-1)2 (x - 17 x -1

si x# 1, se tiene:

2 +x-2 , x+2

3
im ————— = lim = —  valor que no existe.
xr>1 (x-1)2 xo>1x-1 0

Podemos decir que no existe limite.

3 -2 0
hY im ————— =-— |, forma indeterminada
x o3 3-y2 +6 0

Racionalizando el denominador:

3 - x? 3+ + 6 G-x B +V2 +6)

3—\/x2+6. 3+V2+6 9 - (% + 6)
B -2 (3 +Va2 + 6)

- =3+\/x2+6, six®#3;

3 - x?

es decir six¢i\]3 .

3 -2
Luegp: lm ————— = lim @G+ V2+6) =6
x-—)Jf—S 3-\r*+6 x—)\/?&

B -
i) Sif( =32, calcular }lirnof(x+£ f &

fa+h-f& (x + hP -2
h B 2
B+32h+3 xR+ KB -2

= . = 3x2 + 3xh + KW
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fr+h-f@

Luego: lim = lim (Gx? + 3xh + ) =
h>0 h k>0

= 3x2
x - 8

p o lm -
x — 8 x -2

Haciendo x = 3* 6 y = x'/ entonces

cuando x — 8, lim y = lim x'/3 = 2, y podemos calcular el limite

-8 -2 2y + 4
equivalente: lim ¥ = lim Y-2G 2+ 9 =12
y—+2y"2 y -2 -2

EJERCICIOS 5.2

1.— Demostrar, aplicando la definicién de limite que lim (8x - 4) =
x =2
12. Determinar el miximo & que corresponde, en cada caso, al

valor de € = 1/2 y € = 0.001 .

2.— Calcular los siguientes limites:

o Vx (x + 2) PR 1-7
a im —mM— m ——
*r>1 x+1 r>1 2 -V +3
b z2_1 - Vi+x+2-2
fm e fm
z—>—lz+1 x =0 \!4+x__x2_2
Ve +y -2 —4
9 lm - Y¥Y°° § lim _¥-4
y—-0 y y—o2 ¥ -3y +2
2 -8
)  lim
8 z -2 7224
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3—

f@x+h-f®

Calcular lim

en cada uno de los siguientes

casos F 0 h
a) fW=c

b) f=ax+b

o f@=x

1
d fW=—,x20
e fw=Nx, x 20

Probar que si lim f (x) existe, entonces ese limite es vinico
X = a ’

Sugerencia: Asumir: im f () =L, ,lim f@® = L, ,
X —a X —>a .

donde L, # L,

. 1
Escoger € < - IL, - L,|. Determinar 8, y 0, para los dos

limites y tomar & = minimo {3, , 3,}.

5.—

Probar que entonces se tiene la siguiente contradiccién:
IL, - Ll =1L -f@)+ (¢ &®-L) | <IL -L]I

Calcular los limites siguientes:
3

Vx -1 1 3
a) lim ———— d) lim -
x—»l{,}‘_l x=>111~-x 1-28
3‘1x+h—§b?
b) lim V-8 e lim —
x—)64:{’x—_4 h—>0 h
. V1 4x -1
¢) Ilim —
-0y x -1
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Nota. La definicion de limite exige que se pruebe la existencia de
un 8 cada vez que se toma un ¢ arbitrario. Por supuesto que encontra-
do un & apropiado, se tienen infinitos & que también cumplirdn con la
definicién (todo 8 menor que el hallado). Hemos visto que en general
el 8 depende de &. Lo que hay que aclarar es que esa dependencia no
es siempre lineal como podria parecer si s6lo se tiene en cuenta los
ejemplos sencillos que hemos desarrollado. La técnica de la demostra-
cién de la existencia de limite de una funcién en base a la definicion,
es decir, la técnica del € - §, es bastante complicada de aplicar cuan-
do las funciones, aun las algebraicas, no son lineales.

Con el objeto de dar una idea del procedimiento de demostracion
que se puede usar en los casos en que la funcién no sea lineal, desa-
rrollaremos un ultimo ejemplo.

Ejemplo 5.9. Demostrar, aplicando la definicién, que lim x* = 9
x -3

Debemos probar que: dado € > 0, existe § > 0 tal que 1x? - 91 <
esi0< lx-3l <&

: €
En efecto, sea € > 0 cualquiera. Tomemos & = minimo {1, —]
(luego aclararemos porque escogemos este valor de J).

Entonces, si 0 < 1x — 3| < §, como & es menor o igual que 1, se
tendrd |x — 3| < 1, y como también

£ 13
— , entonces lx — 3| < —,
7 7

Como: lx -3l <1=-1<x=~3<1=5<x+3<7

6 <

€
=lx + 3! < 7 y siendo, Ix - 3| < 7,entonces 22 - 91 = lx + 3|

£
Ix - 31 < 77 = ¢ . Lo que prueba que el limite es 9.

. £
Ahora veamos como se encontr6 8 = menor entre 1 y .
7
Ix2 - 91 = lx + 3] |lx - 3|. Tenemos lx - 3| < & y asumimos lx -

31 < 1, entonces, -1 < x — 3 < 1. Equivalentemente |x + 3! < 7.
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Luego Ix* - 91 < 7 & siempre que |x - 31 < 1, como deseamos

€
que 1x? - 91 <s,tomamos78=sentonces§=7 ;Y 122 -91 <¢,

siempre que Ix -3l <3y lx - 3| < 1. Luego & estd sujeto a no ser
nunca mayor de 1 6 €/7, es decir, 8 podra ser el menor de los niimeros

1 £
Y 7

Una 1ltima aclaracién. El valor 1 tomado como restriccién para &
se ha escogido arbitrariamente. Cualquier otro valor positivo puede ser
igualmente util.

Asi, si tomamos el valor 2, entonces el § por determinar se calcu-
laria asi:

Ix-3l <2=2-2<x-3<2=4<x+3<8=Ix+3l <8y como
[x2-91 = lx+ 3l Ix-3l <88 < ¢, entonces tenemos que escoger

£
8 = minimo {2, ?}.

5.6. LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Hay 3 limites trigonométricos importantes que a continuaciéon
vamos a demostrar.

Teorema 58. lim senx = 0
x—0

Iim cosx = 1
x-0

lim

x—=0

sen x

= 1

En Ja demostracién vamos a utilizar la figura 5.12 que muestra un
sector circular de radio 1 que subtiende un dngulo de x radianes.
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Sen X
Cos X

B A
Fig. 5.12

La longitud del arco serd entonces x.
En cada limite a probar interesan los valores de x cercanos a 0,
luego podemos asumir que 0 < lx| < /2, esto es: -n/2 < x < ®/2

Si 0<x <m®/2, se tiene: sen x = PB < PA < x, es decir:
Isen x| < x .

Si —n/2 < x < 0, se tiene: 0 < — x < n/2, luego, como en el caso
anterior; se cumple 0 < sen (—x) < — x; en forma equivalente x < sen x
< 0, es decir lsen x| < IxI .

En resumen: Para 0 < lxl < /2, lsen x| < Ixl.
Luego dado ¢ > 0, bastard tomar 8 = € para probar que

lim sen x = x pues cada vez que lx - 0! < & , se cumple
x—-0

isen x -0l < Ixl <8 =¢.

Por otro lado:

para 0 < x < /2, tenemos:
0<1—cosx=52—6§=;173<1—?71<x.
4
Para ~ —2—<x<0, puesto que 0 < - x < 1/2, se

tiene: 0 <1 -cos (-x) <-x en forma equivalente:

O<1-cosx<-x.
252



En resumen para 0 < Ixl < /2, se tiene: 0 < |1 — cos x| < lxI.

Luego, dado € > 0, bastard tomar = ¢ para probar que

im cosx = 1.
x -0

Por 1ltimo, comparando el 4rea del sector AOP con las éreas de
los tridngulos OBP y OAD se tiene para

0<x<1—:
2

Area tridngulo OBP < é&rea sector AOP < éarea tridngulo OAD

x 1
—Sen x .08 X< —mW< — igx.
2

2n
o 1 x 1
Dividiendo por — sen x: cos x < <
2 sen x cos x
. sen x 1
Tomando inversas: cos x < <
x cos x
. . . T
Estas inecuaciones se han establecido para 0 <x < —,
2
4 n
pero son también correctas para: -~ — < x < 0 desde que

cos (-x) = cos x 'y sen (-x) = -sen x. Por tanto son vélidas para

R

0 < Ixl < — . Ya demostramos que lim cos x = 1, luego
2 x—0

~ . . 1 . .

también lim —— = 1. Es decir, estara tomando valores en-

x—>0C08 X b4

tre los valores de 2 funciones que tienden a 1 cuando x tiende a 0.
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Podemos concluir que también lim

tiene que ser 1. Esto
x—->0 X

completa la demostracién.

Ejemplo 5.10. Calcular los siguientes limites trigonométricos:

lim sen x
3 . sen x x>0 0
a) lim g x =lim = — =— =0.
x>0 x - 0 cos x lim cos x 1
x>0
ig x sen x sen x 1
b) lim — = lim = lim — .lm =
x>0 X x >0 x cos x x—>0 x x o> 0cos x
=11=1
) 1 - cos x . .
¢ Ifm —— = —, forma indeterminada.
x -0 x? 0
Utilizando un artificio:
1-cosx 1+ cosx 1 -cos? x sen’ x
3 = —
x2 1 +cosx x2(1 +cosx) x2 (1 + cos x)
_ sen x sen x 1
b X 1+ cos x

1
Tomando limite cuando x — 0 , se obtiene — .

sen 3x sen 3x sen x

d) 1lim = lim 3. = 3 lim =
x =0 X x -0 3x x

= (3X1) = 3.
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e)

lm (sec x - tg x) = (400) ~ (+o0) , forma indeterminada.

Transformando en senos y cosenos:

1 sen x 1-senx
sec x - g x = - =
cos x cos x cos x

expresién que sigue siendo indeterminada, ahora de la forma

0 T
— cuando x - —
0 2

Usando un artificio similar al de la parte c):

1-senx 1+ senx cos? x cos x

cos X 1+ senx =cosx(1+senx) - 1+ sen x
Luego:
cos. X 0 0
lim (sec x - tg x) = im = = —
x5 * x> 1 +senx 1+1 2
2 2
x x
sen— + g x sen ——
2 2 4
im — = — lim +
x—=095 x 5 x=0 X
sen _~
tg x 2 a4 tgx\
+ lim = — { lim + lim =
x50 % 5 x>0 x x>0 X }
4.—4-
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h)

5.7.

256

sen
2 | 1 gx | 2 |1
= +—\ — lim +lim — ;= — —.1+1
5 4 x— 0 x x>0 X ‘ 5 4
4
2 5 1
=—(—)=——=0.5
5 4 2
1 - cos 4k
lim —————— . Haciendo 2k = x entonces cuando
2k - 0 4K?

2k — 0 también x — 0, es decir:

1 - cos 4k 1 - cos 2K
im ——m  =lim ——— =
2k - 0 4k? x -0 x?
i (1 - cos 2x)(1 + cos 2x) , sen? 2x
hm = llm —_— . =
x>0 22 (1 + cos 2x ) x>0 x2 (1 + cos 2x)
) 4 . sen? 2x ; 1
= lim —MM~~ . im —MM— =
x>0  (2x)7 x=>01 + cos 2x
1 4
= (4)(1)( ) =— =2
1+1 2
sen 3x
sen 3x 3x 3
im =lim —=_ = =
x — 0 Sen 5x x -0 sen 5x 5
5.
5x

APLICACION: ASINTOTAS EN COORDENADAS POLARES

En lo que sigue usaremos como referencia la figura 5.13.



Si una curva en polares tiene asintota, entonces al acercarse un
punto P de la curva a ésta el radio vector se acercard a la direccion que

Asintota

Fig. 5.13

tiene la recta ON paralela a dicha asintota. Por consiguiente las asin-
totas corresponden a valores de @ para los cuales r se hace infinito. Asi,
si para @8 = o se tiene r = +oo , entonces la direccién de la asintota
serd paralela a la de la recta 8 = o. Para ubicar a la asintota serd
suficiente conocer, por ejemplo, su distancia al polo.

Se nota_que esta distancia d = O__A en la figura, es el limite de la
proyeccién OM del radio vector r = OP sobre el segmento OA, perpen-
dicular bajada del polo a la asintota, cuando 6 se acerca a a .

Es decir: d = lim OM .

-«

Como OM = r cos (E—(O—a)> =rsen (6 -q),
2

entonces d = lim r sen (6 - o)
8-

Si d = +0 , nO existird asintota pero si una rama parabdlica.
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Ejemplo 5.11. Asintota de la espiral hiperbdlica r =

o |a

estudiada en el ejemplo 4.7 del capitulo correspondiente a coordenadas
polares.

Cuando 6 =0, r = +o0 , luego a = 0 es la direccién de la posible
asintota.

Su distancia al polo se determina por el limite:

d =lim rsen(@-0) =1lim rsen 8
- o 6 -0

T ) sen 8
=lim —senmfB=xnlim — =g
608 0 ->0 @
Asintota

T

I

l

: i

0 X

Fig. 5.14

2
Ejemplo 5.12. Asintota de la curva en polares: r = 3 sen” 6
cos 6

T T
Para § = — , r = 4o . Luego o = —.
2 2

2 T
i= lim rsen B-o) =lm 399 o (e——) =
8- a 6. cos @ 2

2
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2
= 1imn(-3s"" 8 cos 0)=lim (Bsen @ =-3

60— cos 0 9 -1
2
l Asintota
|
h =2
_____ 5 =X
d=-3
Fig. 5.15

El signo negativo de la distancia, indica que las 3 unidades deben
medirse como se mide un radio vector negativo.

EJERCICIOS 53

Calcular los limites siguientes:

] lim sen x senx\ll-cosx

3.~ lim
x> xk—-X x50 x sen 2x
32t tgx -1
2— lim — 8% 4— tm 2
x>0 (sen 32 NI S 1
4 4
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x
sen —sen 3x

) tg ©x
5~ Iim 15— lm
x> 02 sen x2 sen 7x x> 2x+2
) 1
xsen —~ arc sen x
6.— lim 16— lim ————
x>0 snx x>0 x
sen (y — a) 1-2cos x
7— lim ——— 17— lim —m—
¥y —a yz - az x i " - 3x
8 1f z
— lim \/
1 -
2 - 0 18 32 18— lim cos x
x =0 x?
cotg @
9.— x
= cotg 36 1 - sen —
2 19.— lim
1 x->n T-—- X
10—~ lim x sen —
x -0 X 1-2
20.— lim
x 156N T X
sen x — sen a
11— lim —m———
x> a x-a
X Determinar las asintotas de las
cos  —— siguientes curvas:
3 2
12— lim —___\[T—
x 11 —
- * 4 cos 20
21— r= ——
cos 0
B lm (ax) — cos (bx)
— lim
02-1
tg x —sen x
14— lim —m7m——— sen 0
x -0 3 B0~ r=s ——
1-2cos 6
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5.8 FUNCIONES CONTINUAS

La idea intuitiva que podemos dar de funcién continua esté ligada
a la idea intuitiva de curva continua. Queremos que una funcién con-
tinua tenga una grifica que pueda ser trazada sin saltos bruscos ni
interrupciones, es decir, que pueda ser trazada en “forma continua”.

Y
A
|
* |
3 ]
|
|
{ =X
0] X=2
|
!
ol v 2 =X Y !
3
f‘X)SX’z.‘ % "x) = P

Xe 13N <-1
hix)= {Xo 2;x >-1

Fig. 5.16
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Segtin esta idea, de las 5 funciones cuyas graficas se indican en la
figura 5.16, sélo la funcién f seria continua. Las funciones g, h y m
presentan saltos bruscos en x = 2, x = -1 y x = 1 respectivamente; y
la funcién n (x) presenta una interrupcién en x = 0.

Analicemos las gréficas de las cuatro dltimas funciones que por
no ser continuas las llamaremos discontinuas.

La funcién g (x) cuando x se acerca a 2 tiende a + o 6 — o segtin
X permanezca menor 0 mayor que 2 respectivamente. Es decir, en x =
2 ]a funcién sufre un “salto brusco infinito”, careciendo de limite para
ese valor de x.

La funcién h (x) en x = -1 sufre también un salto pero esta vez
“finito”. No tiene limite en x = 1.

La funciéon m (x) presenta también un salto finito pero para
x = 1. La diferencia con las funciones anteriores estd en que el limite
de m (x) cuando x tiende a 1 existe y es igual a 2, pero sin embargo
se presenta un salto en los valores de la funcién al pasar por x = 1,
pues si bien la funcién tiende a 2 en cambio el valor de la funcién es

1 para x = 1. Es decir, lim m (x) # m (1).
x -1

Finalmente, la funciéon

sen x

n(x =
x
presenta una interrupcién en su grafica para el valor x = 0, debido a
que la funcién no estd definida en ese punto.

La definicion de funcién continua evita estas y otras posibles
discontinuidades en el trazado de la curva de una funcion.

Definicién 5.1. Una funcion f (x) definida en un intervalo que
contiene al punto x = a es continua en a si el limite de la funcién f (x)
cuando x tiende al valor a existe y es igual al valor que toma la funci6n
para x = a.

La definicién sefiala que una funcién es continua en el punto a si
se cumplen las condiciones siguientes:
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1ro. f es definida en x = 4, es decir, f (a) es un valor real finito;

2do. Existe el limite de f (x) cuando x tiende al valor a, es decir, el
limite es tnico y finito;
3ro. lim f (x) = f(a@)

X =

Las funciones cuyas gréficas aparecen en la figura 5.16., a excep-
cién de f (x) = 22 + 1, no cumplen todas las condiciones sefialadas en
la definicién, luego no son continuas.

Si aplicamos la definicion de limite podemos dar una definicién
de funcién continua equivalente a la dada anteriormente.

Definicién 5.2. Una funcién f (x) definida en un intervalo que
contiene a x = a es confinua en a si y s6lo si dado € > 0 arbitrario,
existe 8 > 0 tal que para |x —al < & se cumple If (x) - f @] < e&.

La demostracién del siguiente teorema es inmediata si se aplica la
definicién de funcion continua y los teoremas 5.1, 5.2, 5.3 y 5.6 sobre
limites.

Teorema 5.9. Las funciones constantes f (x) = k, identidad f (x) =
x, lineal f (x) = mx + b y polinémica p (x) = 4, + ax + ... + a4 x" son
continuas en todo punto a € IR.

Asimismo una aplicacion directa del teorema 5.4, sobre limites
permite establecer el siguiente teorema.

Teorema 5.10. el producto de una funcién constante por una
funcién continua en el punto x = 4 es una funcién continua en este
punto. La suma y el producto de dos funciones continuas en x = a es
continua en dicho punto. El cociente de dos funciones continuas en x
= g es continua en este punto si la funcién divisor no se anula en un
intervalo que contenga a x = a.

Combinando los resultados obtenidos para limites y los teoremas
5.9 y 5.10 se puede estudiar la continuidad de muchas de las funciones
de uso frecuente.
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Ejemplo 5.13. Una funcién racional es el cociente de dos funciones
polinémicas. Probar que toda funcién racional es continua en todo punto
que no anule al divisor.

Una funcién racional es de la forma
f @
g (x)

donde f y g son polinomios. Por el teorema 5.9 f y g son continuas y
por el teorema 5.10 su cociente también lo serd en todo punto que no
anule al denominador.

Ejemplo 5.14. Si f (x) es continua en x = 4 entonces también es
continua en ese punto la funcién y (x) = Vi@, sif@>o.

Si f es continua en g, entonces

Hm f (x) = f (@ > 0. Por el teorema 5.7 se tiene:
x> a

Im y@W=1m Vf@=Vlm f@=Vf@ =y @
x = a x = a

X 3 a

Luego y (x) es continua en x = a.

Ejemplo 5.15. Estudiar la continuidad de la funcidn.
2x + \Jx + 4

3\/x -3

El dominio de la funcion estd dado por el intervalo [4, +o,
excepto el punto x = 3 que anula el denominador.

f =

Si a estd en el dominio de f entonces:

Iim (2x+\/x+4)=lim 2x + lim Vyx + 4 =

xX —>a x—>a x—>a

= 22 +\Ja + 4
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Luego el numerador es continuo para todo a en el dominio.
Asimismo:

3 3 3
im Vx-3 = \/1im (x - 3) =.\/a—3 ,

X > a xX > a

luego, el denominador es también continuo para todo punto del dominio.

Por el teorema 5.10 que establece que el cociente de dos funciones
continuas es una funcién continua en todo punto del dominio que no
anule al divisor, se tiene que f es continua en todo punto x del con-
junto [4, 3[ U 13, +eo.

Nota. La definicién de funcién continua en x = a exige que se
cumpla

m £ =f@).

X > a

Esta condicién puede expresarse en otra forma que en algunos
casos puede ser utilizada con ventajas.

Haciendo x = @ + h, s tiene que cuando x > 4, h > 0 y la
condicién es:

im f@+h=f@
h->20

Teorema 5.11. Probar que las funciones sen x y cos x son conti-
nuas para todo x real.

En la seccién 5.6, teorema 5.8 se estableci6 que

lim sen x =0 y lim cos x = 1.
x>0 x-0

Como sen (x + h) = sen x cos h + cos x sen h, entonces

Him sen (x + h) = lim (sen x cos k) + lim (cos x sen h) =
h—>0 h->0 h->20

=sen xlim cos h + cos x lim sen h=senx. 1 +cosx .0 =
-0 h—->0
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= sen X.

Luego para todo x € IR se tiene : lim sen (x + h) = sen x,
h—>0

y de acuerdo con lo establecido en la nota anterior, sen x es continua
en todo x real.

En forma andloga se demuestra que cos x es continua en todo
punto x real.
Ejemplo 5.16. Continuidad de la funcién

sen x

tg x =
cos x

Por el teorema 5.11, sen x y cos x son continuas en todo x real.
Luego tg x es continua en todo punto real que no anule el denomina-

dor. Es decir, es continua en todo x real salvo los de la forma z

+nmn,paranec Z. 2
EJERCICIOS 5.4.

1.— Demostrar que f (x) = |x| es continua en todo punto real. Trazar
su gréfica. :

2.— Demostrar que la funcién cos x es continua para todo valor real
de x.

3.— Indicar para que valores de x las siguientes funciones son discon-
tinuas. Hacer un croquis en cada caso.

2x
a) (x) =
f 3x ~ 2
2
b f= 212
X +x-6
2x + 1 ; six<1
o f= 1

— x2-3; six>1
2
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2x - 8
ix - 31

d f@-=

x—-4 ; x+4
e) f= lx - 4l
0 ; x=4

Demostrar que la funcién

sen x

f @)=

o para x # 0, f (0) = 1, es discontinua en x = 0
x

(Para qué valores de x son las funciones a) sec x y b) cotg x
continuas?

Una funcién es definida por
xX-4 ; x#2
fW= ) x-2
A ; x =2

¢{Cuanto debe valer A para que f sea continua en x = 2? Trazar
la gréfica de f.

La funci6n
V7 -3
f @ = + no estd definida para x = + 2, luego es
x* -4

discontinua en esos puntos. ;Qué valor de f (2) hace a f (x)
continua? ;Existe un valor real para f (-2) que haga continua a f
en x = — 27

La funcién f (x) = arc tg
x -2

no tiene sentido para x = 2. ;Es posible definir el valor de f (2)

de tal manera que la nueva funcién redefinida sea continua en
x=2?
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