CAPITULO 6: ANALISIS DIMENSIONAL Y SEMEJANZA HIDRAULICA

6.1

6.2

Introduccidn

Si bien es cierto que algunos problemas en Hidrdulica son resueltos sélo
con el andlisis (los problemas de la hidrostdtica por ejemplo), también lo
es que hay numerosos casos en los que tiene que recurrirse a la experimen-
tacion. Ademds muchas estructuras hidrdulicas son construidas sélo des-
pués que han sido estudiadas en modelos; en el modelo se reproducen natu-
ralmente las caracteristicas reales del prototipo.

Con el objeto de simplificar las experiencias se usan pardmetros adimensio
nales, como el numero de Reynolds por ejemplo. Estos parametros facilitan
también 1a comunicacidn entre los experimentadores e investigadores, 1o
que permite el intercambio de resultados y el avance consiguiente.

Ané]isisvdimens1ona1

Mediante la técnica del andlisis dimensional .se puede expresar - cualquier
magnitud fisica (velocidad, viscosidad, etc) en funcidn de sélo tres dimen
siones fundamentales (L, M, T o L, F, T), y con ello facilitar los aspec
tos antes enunciados,

Ejemplos de aplicacign

Ejemplo 62,- Expresar en términos de las magnitudes fundamentales L,F, T
las unidades de masa (m), densidad (p) y viscosidad (u).

F F 2 -1
m| = |3] = —= = FT°L
a L 172
o | = |I.| = E;E;%. = F L-4 TZ
9 LT
-2
= Azl o Qxdyl _ FLSL 4 =2
bl = “& o = ——=r - FTL
layl LT

Procediendo de esta manera es como se ha confeccionado la tabla que se
muestra en la pdgina siguiente.

Ejemplo 63.- €Encontrar una f6rmula que dé la distancia recorrida por un
cuerpo que cae libremente, suponiendo que i1a distancia S de-
pende del peso del cuerpo W, de la gravedad g y del tiempo T,

S = f (W, g, T)

s = KW g®T°

K es un coeficiente adimensional que se puede determinar experimentalmente
(vale 1/2),
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Unidades de diferentes magnitudes en términos de las fundamentales

. U n i da d e s
M agmn i t ud

(FLT) MLT)
area L2 L2
volumen L3 ‘ L3
velocidad L 71 L7t
aceleracién L T2 L T2
velocidad angular (rad/sg) 71 -1
fuerza F : ML T2
masa Fre ot M
peso especifico F g“3 ML2 T2
densidad - FL 72 M3
presidn F L™ mity?
viscosidad FTL2 At et
viscosidad cinematica L2171 L2771
nédulo de elasticidad F L2 TR ot
potencia FLTl M2 73
par FL TR
caudal L3l Rt
esfuerzo de corte FL2 ‘ M L'; 1772
tension superficial ol M T2
peso F ML T2

La ecuacidn escrita debe ser dimensjonalmente homogénea:

- (Fa)(Lb)(T'2b+C)
es decir, 0=a
1=0b
0 = -2b +c
de donde, a=0 s = kW0 gt 12
b=1 2
c'=2 S=KgT

se observa: que 5 no es funcidén del peso.del cuerpo W,

126



Ejemplo 64.- E1 nimero de Reynolds (Re) es una funcién de la ~densidad

~ viscosidad y velocidad del fluido, asi como de una longitud
caracteristica. Establecer la expresion del R, mediante el andlisis dimen
sional.

Re _= f (D, H, V, L)

c ., d

- a b
Re = Kp uw V'L

ecuacidn dimensional:
L= i FErod® wrhe o
(Fa L'4a Tzé)(Fb Tb L‘Zb)(LC T-C) (Ld)

= patb L—4a-2b+c+d T2a+b-c
es decir: a+b=0

-4a52b+c+d = Q

2a+b-c = Q

Como hay mds incOgnitas que ecuaciones, se expresan tres incégnitas en fun
cion de la cuarta:

a=-b - -b b b b
d = -b- / Re =Ko "u” V7L
¢ =-b

 -b
= p VL
Re = K (B=—)
los valores K y b tienen que hallarse experimentalmente (valen;K =1,
b=-1),

Ejemplo 65.- Suponiendo que la fuerza de arrastre ejercida sobre un cuer-
; po sumergido en una corrtente fluida es funcibn de p, u, V y
una Tongitud caracteristica del cuerpo L, hallar la ecuacién general.

Fo= f(osu L, V)
F o= K pa ub L Vd

ecuacidn dimensional:

1,040 (F2 722 L'4a)(Fb b L'Zb)(LC)(Ld T'd)
_ (Fa+b)(L—4a— 2b+~c+—d)(T2a+-b— d)

F

es. decir: a+b=1
-4a-2b+c+d =20
2a+b-d =20
de donde: a=1-b
d = 2-b
c = 2-b
F=K pl-b ub,LZ—b V2-b
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= Ko (— VoL
-2 Ko (9—¥-Lo—b %; L2
= (2 K Ré'b) p A %?

F = CD p A %;

6.3 E1 teorema = de Buckingham

Es muy Gtil cuando las magnitudes f1sicas que interyienen en el  fenémeno
son 4 6 mds de 4, No va a ser presentada aquf la teorfa acerca de este -
teorema sino mds bien la forma como se aplica en casos especificos.

Cuando en el fenémeno fisico intervienen n magnitudes fisicas q, de 1las
cuales se escogen 3 como bdsicas, entonces:

fl (qls q2’ LI qr;) = 0
que puede reemplazarse por:
¢ (’"l’ 1T2, v Tl'n_‘3) =

donde cada = es un grupo adimensional que sdlo depende de 4 magnitudes f{-
stcas q.

Ejemplos de aplicacidn

Ejemglb 66.- E1 mismo problema del ejemplo 63,

1

to

se escriben las 4 magnitudes fisicas q;
fl (Ss W, g, T) = @

y sus dimensiones:

S ... L
W...F
g ...LT?2
TT

22 se escogen 3 de estas magnithde§ como bdsicas:

* sin que haya ninguna sin dimensiones

* ni 2 que tengan las mismas dimensiones

* en las dimensiones de estas 3 magnitudes bdsicas deben estar com-
prendidas las 3 fundamentales (F, L, T).

se escogen aqui S, W, T, E1 nlmero de grupos = es: 4-3 =1,

32 se escribe el primer grupo n:

ny = 50 Wbl 1€1 ¢4

(en este caso es el dnico).
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42 se determinan los exponentes desconocidos en cada = mediante el anadli

sis dimensional,
a b C

FO L0 = by yr He 19
a.+l b c,-2

-t hat)
Q = ay+l
0= b
0 = Cl‘z
de donde a] = ~1 -1 .0 .2 We T2 q T2 q

by = Q SN ThgsT——"=3
c] =2

S=;1*-T2g

1
s=KgT?

Ejemplo 67.- E1 mismo problema del ejemplo 65.

1= fl (Fs p» us L, V) = 0
F... F
o ... FTéL!
-2
v ... FTL
L.,. L
v...urho
22 se escogen como bdsicas L, V, o. Nimero de-grupos = = 5-3 = 2
a b o
2 m = hoheh e
a b, -b ¢, 2¢, -4c
POeP-whetls Hhetr 1o
.a;+b,~4dc c.+1 ~-b, +2¢
=a;+ b1 - 4c1
= c1+1
0= -b1 + 2cl
de donde, a; = -2 " = L-Z V—Z p-l F
b, = -2 ‘
1
© - "t
L™V »p
a b, ¢
= (L WA (62
a b, -b c, 2C, -=4c
PPl 2 20 YY)
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a, + b, - 4c,-2 c.+1 -b,. r2c.+1
- (L 2 2 2 ) (F 2 ) (T 2 2 )
=a, +b, - 4c,-2
= c2+1
= -b2 + 2c2+1
de donde, a, = -1 _ L-l -1 -1
b, = -1 =LV e
- = U
C2 - "1 ) ,"2 p V L

regla: cualquier ndmero = puede ser sustituido por una potencia del
mismo, incluyendo -1,

. . = p VL
LI | 2 u
T, = Re
¢ (_nl, 172) =0
F -
¢ (=——,R.) =0
LZ V2 0 e

regla: cualquier = puede expresarse como funcidn de otros w,

C e R

L% y2
i 2.2
F = ISReL Voo
2
F= KR o L2 Y

VZ
F=CD|QAT

Comentario.- Conviene resefiar algunas reglas dt1les del teorema.

)
b)
c)
d)

e)

si.una de las magnitudes q es adtimensional constituy® un nimero = sin
tener que seguir el camino ordinario.

'si 2. de las magnitudes q tienen las mismas dimensiones su cociente es

un nimero 7.

cualquier nimero = puede ser sustituido por una potencia del mismo, in
cluyendo -1.

cualquier nimero m puede sustituirse por su producto por una constante
numérica,

cualquier n puede expresarse como funcifn de otros .

Ejemplo 68.- Desarrollar una exprestén que de 1a pérdida de carga en una

tuberia horizontal para un flujo permanente, turbulento, in-

compresible,
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La pérdida de carga viene dada por una disminucién de la presién (ap) y
constituye una medida de la resistencia al flujo. Esta resistencia es fun
cion de D, v, py L, V ¥y k, siendo k = ¢/D 1a rugosidad relativa adimensio-
nal.

1= fl (Apa Dy u, py L, ¥, k) =0

ap ... F L2
D...L

W FTL?
o . FTEL!
L...L

V... LT?

k ... s/u

22 se escogen como bdsicas D, V, p. Nimero de grupos = = 7-3 = 4,
a b G
2 =0 whH 6D G
desarrollando;
P V2

a b c
= 04 (V2 (68 ()

desarrollando:
- v D =
s Q—u Re
a b, C
ng= (03 (%) (%) W
desarr61]ando:
- L
"3°D
=k =£&
g = k=5

42 $ (“19 W23 ﬂ39 ﬂ4> =0
_Ap - Logy.
¢ (p 2 Resp>p =0

AP _ ¢

L €
R * n 9 _J
o v2 D’D

2 ( e
ap . V2 2 L e
vy "9 2 2R psp

Por experiencia se sabe que la caida de presidn es proporcional a la prime
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ra potencia de %—, es decir:

2
bp_ Vv L 3
Yy =250 2f3 R p)
el tercer factor se designa con f = coeficiente de friccidn,
éE.:f_l:__VE
Y D 29
usualmente se expresa:
hy =f & ve ecuacién de Darcy-Weisbach
f D Tg .o y [

he ... pérdida de carga por friccién (m)
f ... coeficiente de fricctdn (s/v) funcibn de R, y-%
L- .., Tongitud de 1a tuberfia (m)

D ... didmetro (m)

V ... velocidad media (m/sg)

g

... gravedad (m/sgz)

6.4 Semejanza hidraulica

6.4.1 Semejanza geométrica

Existe semejanza geométrica entre modelo y prototipo cuando las re-
laciones entre las dimensiones homdlogas son iguales:

L

m
22 = L
L r
P
2
ﬁ.m. = E—é_nl = LZ
A r
L
P p

6.4.2 Semejanza cinemdtica

Existe semejanza cinemdtica entre modelo y prototipo si:

12 las trayectorias de particulas homélogas son geométricamente semejan-
tes; ‘

22 las relacjones entre las velocidades de las particulas homdélogas son
iguales.

Relacijones de velocidad:

—

=
-—i}_or“ a—ol Br*
3
ro

s}
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de aceleracidn:

Lo
. ;ﬁ;- _la sz _ by
3 TLTP Ly - e 1?
p
de caudal:
L3
gm. = _:Efi. = L3m ' Tp - Lr3
% EE T T
TP

6.4.3 Semejanza dindmica

Entre modelo y prototipo, semejantes geométrica y cinemiticamenté
existe semejanza dindmica cuando las relaciones entre las fuerzas homdlo-
gas son jguales.

En general, las fuerzas existentes son las fuerzas viscosas, gravitatoria
eldsticas, debidas a la presidn y debidas a la tenstén superficial.

E1 ingeniero que ensaya un modelo hidrdulico estudia dnicamente las fuer-
zas predominantes. Felizmente, en la mayoria de los problemas con 1iqui-
dos 1lega a predominar sélo una fuerza de entre las mencionadas, aparte de
la fuerza de inercia., Dicha fuerza puede ser la viscosa, la gravitatorias
o la elastica,

La consideracion de la fuerza predominante se hace a través de un parame-
tro adimensional. Estos parametros son 1os que a continuacién se deducen.

Nimero de Reynolds.- Encierra el efecto de la viscosidad y se obtiene
planteando Ta relacién entre las fuerzas de inercia y viscosidad,

2,2

R = Ma__ma p LoV _p VL _VL
nay Ao

L es una tongitud caracteristica.
En tuberias se usa generalmente el didmetro (D).

Nimero de Froude,- Encierra el efecto de la gravedad y se obtiene plan-
teando Ta relacidn entre las fuerzas de inercia y gravitatoria.

ma _ o L%V = Ve
mg o L3 g gL
a la rafz cuadrada de esta expresidn se 1lama nimero de Froude;
Foa oV
Vgl
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6.5

L es una longitud caracteristica.
En canales se usa el tirante de agua (Y).

Nimero de Euler.- Encierra el efecto de la presidn y se obtiene planteins

do 1a relacion entre las fuerzas de inercia y presién,

BN AT L LA L
pL p L P

_ ma
B PR

Nimero de Mach.- Encierra el efecto de la compresibilidad del fluido y se
obtiene planteando la relacién entre las fuerzas de inercia y eldstica.

ma . oL2ve_ ov?
a la rafz cuadrada de esta expresién y un arreglo se 1lama nimero
de Mach:
Mmo= —
»’E?p

Numero de Weber,- Encierra el efecto de 1a tensidn superficial y se obtie
ne planteando 1a relacidon entre las fuerzas de inercia y tension superfi-
ctal.

2

W = ma_olPvi oLy
ol ol o

Comentario.- Como ya se ins{nuara, en los problemas de {interés del inge-
niero civil predomina por lo general una fuerza, siendo esta fuerza unas
veces la yviscosa otras la gravitatoria. Conviene entonces subrayar- que
deberd verificarse en el modelo y el prototipo el mismo Re si en el fendme
no que se estudia predomina la viscosidad, o el mismo F si predomina la
gravedad.

Aplicaciones

6.5.1 En sistemas a presidn

Se sabe que en los sistemas a presidn predomina el efecto viscoso,
por lo que deberd verificarse:

R

em Rep

ademds: v _ L
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T = Eﬁ. = .Eﬂ_
r Ve Vr
2 2
.- Lr ) Lr Ve i Ve
r 2 4 3
Tr LP Lr
] S 20
L L. = Vel
N 2
- = 3r_ . ,2
Fpo = moap = eply L3 r Pr
r
pa
I
Py L 2 L 2
r r

E1 numero de Reynolds se usa como el criterio de semejanza en la prueba de
modelos de naves aéreas, cuerpos sumerg1dos, medidores de gasto, transicio
nes, etc, en los cuales las caracteristicas del flujo estdn sujetas a efec
tos viscosos. Cuanto menor es el Rp mayor es el efecto de la viscosidad.

6.5.2 En sistemas a superficie libre

Se sabe.que en los sistemas a superficie 1ibre predomina la fuerza
gravitatoria, por 1o que deberda verificarse;

o = P
Vm i YP
79T, 79T,
__.!f___. = 1

En 1o que sigue se supondrd que modelo y prototipo ocurren en el mismo Tu-
gar, g_ = 1.
r

ae. _ o 172
ademds: Vr Lr
T = .l.-L = L 1/2
r Vr r
a, = gr =1
- _ 2 1/2 5/2
Qr - Ar vr Lr Lr - Lr
_ - 3 - 3
Fr = mpap=en b9 =y L

E1 nimero de Froude se usa como el criterio de semejanza en la prueba de
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modelos de canales, vertederos, salto hidrdulico, compuertas, ondas, etc,
en los cuales el efecto viscoso es escaso y la fuerza de gravedad la mds
importante, Cuanto menor es el F mayor es el efecto de la gravedad.

6.5.3 Asuntos conexos

E1 nimero de Euler,- Ciertamente el nimero de Euler rige en aque-
110os fendmenos donde son preponderantes los cambios de presién Ap y las
fuerzas viscosas y gravitacionales pierden importancia, Esto ocurre en
problemas de flujo bidimensional, sobre todo.

2

. =lpV
Es decir, Eu —zEf

Se 1lama coeficiente de presion (apartado 5.4) a la relacifn:

c = Ap
Poef

de donde resulta que: C, = él
H

Por otro lado, se denomina nimero de cavitacién (¢) a la forma que adopta
el coeficiente de presidn cuando se utfliza unh origen de referencia para

m , P~ Py
medir la presién (p,); es decir, o = —— veee (57)
oV
2
unas veces se usa como presién de referencia la de vaporizacidn:
_Poby
. 2
p_V
b
otras veces la de cavitacidn,
o PR
c o v2
L

E1 nimero de cavitacifn se emplea como pardmetro adimenstonal para estable
cer la semejanza entre modelo y prototipo de las mdquinas hidrdulicas (bom
bas y turbinas),

El1 nimero de Mach.- Este parametro toma en consideracion la compre
sibilidad del fluido, En ingenieria hidrdulica, el lUnico fenémeno donde
se producen valores muy altos de presifn que obligan a considerar la com-
presibilidad del agua es el del golpe de ariete. Pero este fendmeno es me
jor estudiado analiticamente, de modo que bien puede decirse que en la hi-
draulica no se emplea’ nunca el nimero de Mach, el que tiene su mejor apli-
cacion en el estudio que se hace de naves aéreas en el tidnel supersénico.

El numero Weber .- Este pardametro se usa en ensayos de ondas ca-
pilares en canales pequefios y en el estudio del movimiento capilar del
agua en los suelos por lo que bien puede decirse que no tiene mayor impor
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6.6

tancia en los problemas de la hidrdulica,

Modelaje.- En los proyectos hidrdulicos hay a veces estructuras pa
ra disenar Tas cuales no hay formulas ni grdficas disponibles, de modo que
el Gnico medio para el dimensionamiento apropiado de tales estructuras es
su estudio en modelo.

Para la construccién del modelo de algunas estructuras hidrdulicas se re-
quiere de un espacio grande. La primera decisidn a tomar se refiere enton
ces a la escala, siendo el costo y el espacio disponible los factores mds
importantes en la decisidn.

En cuanto a la escala misma se procura siempre que la semejanza geométrica
sea exacta, incluso en lo que se refiere al tamafio de las asperezas. Exis
ten ocasiones.sin embargo en las que procediendo as{ resultan en el modelo
dimensiones demasiado pequefias para resultados satisfactorios, de modo que
en tales circunstancias se hace necesario recurrir a una escala vertical
diferente a la escala horizontal, dando Tugar a un modelo distorsionado. -
Generalmente se recurre al mode]o distorsionado en estructuras fluviales,
en las que las dimensiones horizontales son muy grandes en proporcion a
las dimensiones verticales.

Ejemplos de aplicacidn

Ejemplo 69.- Se ha construido un modelo de térpedo a escala 1:4. Se espe
ra que el prototipo se mueva a una velocidad de 6 m/sg en
agua a 15°C. ¢Cudl debe ser la velocidad en el modelo, si
a? el ensayo se hace en un canal de corriente a 15°C; y
b) el ensayo se hace en-un tdnel de viento a 27°C y una presidn de 20 at-
mésferas?.

Se trata de un cuerpo sumergido, predomina la fuerza viscosa, por lo tanto
hay que usar el mismo Re en modelo y prototipo.

V.. L
roroo g
Vr
G R S
Vr - Lr - l - 4
i
V=4V =24 m/sg,
b) v a 15°C = 1.13 x 1078 m%/sgq
agua /
waire a 27°C = 1.88 x 107° a.39
‘ m
sdire a 27°C = —P _ =2 41 k3933
‘ 9 Ry T A

vaire a 27°C = Y= 7.8 x 107 m%/sq
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V, = 275V, = 16.5 m/sg

Ejemplo 70.- Un barco cuyo casco tiene una longitud de 140 m ha de mover-

se a 7,50 m/sg. ¢A qué velocidad debe remolcarse en agua un
modelo construido a una escala 1:307

Se trata de un cuerpo en superficie 1ibre, predomina la fuerza gravitato -
ria, por lo tanto hay que usar el mismo F en modeloy prototipo.

____Y'"___=1
79 by

= YI T =/1.% =
Vr 9. Lr l.55 = 0.18
Vm = Q.18 Vp = 1,37 m/sgq.
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